近代 请 和 分 析 方 法 
及 其 应 用 


现代 数学 基础 丛书 
近代 调和 分 析 方法 及 其 应 用 


Herz FF 


Se nea A I AN i ee 


内 容 简介 


本 书 十 分 精炼 地 介绍 了 调和 分 析 的 主要 内 容 和 方法 ,侧重 七 十 年 代 以 
来 的 新 发 展 ,其 中 包括 八 十 年 代 以 来 取得 的 重大 成 果 . 近代 调和 分 析 对 偏 
微分 方程 发 展 的 影响 是 巨大 的 ,本 书 以 Lipschitz 区 域 的 Dirichlet 问题 为 
例 ,介绍 调和 分 析 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 . 

本 书 可 供 大 学 高 年 级 学 生 、 研 究 生 、 数 学 工作 者 参考 ,也 可 作为 调和 分 
析 的 基础 教材 . 


现代 数学 基础 从 书 


近代 调和 分 析 方 法 及 其 应 用 

HRA 著 

责任 编辑 ADR ty 

a E a, ae 

LEKARELH 16 号 

邮政 编码 :100717 

tanier pA 

新 华 书 店 北京 发 行 所 发 行 各 地 新 华 书店 经 售 


1988 年 6 月 第 一 版 开本 :850X1168 1/32 
1997 年 8 月 第 二 次 印刷 印张 :5 5/8 
印 数 :8761-10760 字数 ,140,000 

ISBN 7-03-000402-7/O。111 


E tr: 12. 00 元 


前 言 


本 讲义 是 根据 作者 1986 年 3 月 在 南开 大 学 数学 所 偏 微分 方 
程 年 “近代 调和 分 析 讲 座 ” 的 讲稿 整理 而 成 的 。 

调和 分 析 从 产生 到 发 展 都 是 与 微分 方程 的 研究 密切 相关 的 ， 
特别 是 五 十 年 代 以 来 ,由 Calderón 和 Zygmund 建立 和 发 展 起 来 的 
一 整套 奇异 积分 理论 在 微分 方程 研究 中 得 到 广泛 的 应 用 。 本 讲义 
的 目的 在 于 介绍 近代 调和 分 析 所 研究 的 基本 问题 、 使 用 的 基本 工 
上 其 和 方法 以 及 这 些 方法 在 微分 方程 研究 中 的 应 用 . 因此， 只 要 只 
有 Stein 和 Weiss 合 著 的 “Introduction to Fourier Analysis on Euc- 
lidean Spaces” 一 书 第 一 章 的 基础 知识 ,就 可 以 毫 无 困难 地 阅读 前 
五 章 中 绝 大 部 分 内 容 。 至 于 在 调和 分 析 研 究 领 域内 的 一 些 重要 结 
果 , 由 于 证 明和 揽 杂 ,所 占 篇 辐 较 长 ,我 们 只 是 适当 地 介绍 ,对 有 兴趣 
的 读者 ,我 们 给 出 了 参考 文献 以 便 查阅 

本 讲义 的 具体 安排 是 :第 一 章 主 要 讨论 Hardy-Littlewood 极 
大 函数 和 Calderén-Zygmund 分 解 。 它 们 是 调和 分 析 研 究 中 十 分 
基本 ,十 分 重要 的 工具 ,在 以 后 各 章 中 ,， 极 大 函数 在 许多 不 等 式 估 
计 中 起 了 重要 的 作用 ,而 许多 基本 定理 都 是 用 Calder6n-Zygmund 
分 解 来 统一 处 理 的 。 第 二 章 讨论 4*- 权 函数 ， 我 们 从 研究 极 大 函 
数 的 加 权 不 等 式 这 个 问题 出 发 ,引入 4*- 权 函数 类 , 进而 讨论 4,- 
权 函 数 的 基本 性 质 ,着 重 介绍 了 反 向 Hilder 不 等 式 .4，- 权 函数 理 
论 不 仅 在 目前 调和 分 析 的 研究 中 是 一 个 十 分 活跃 的 领域 ， 而 且 在 
微分 方程 的 研究 中 也 得 到 越 来 越 多 的 应 用 .鉴于 Giaquinta 的 <Mul- - 
tiple Integrals in the Calculas of Variations, and Nonlinear Elli- 
ptic Systems 一 书 和 Stredulinsky 的 “Weighted Inequalities and 
Degenerate Elliptic Partial Differential Equations” 一 书 对 反 向 
Hilder 不 等 式 和 4*- 权 函数 在 微分 方程 研究 中 的 应 用 已 经 做 了 
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详细 的 讨论 ， 所 以 对 4*- 权 函数 在 微分 方程 中 的 应 用 我 们 只 给 出 
了 有 关 的 文献 。 第 三 章 讨论 BMO 函数 空间 。 BMO 最 初 产生 于 
微分 方程 的 研究 ， 在 近代 调和 分 析 中 ，BMO 作为 L” 的 替代 空间 
以 及 作为 Hardy 空间 A 的 对 偶 空间 ,引起 了 人 们 的 极 大 关注 . 特 
别 是 八 十 年 代 刚 刚 发 现 并 证 明 的 所 谓 “T1” 定 理 , 是 近代 调和 分 析 
发 展 中 所 取得 的 重大 成 果 之 一 。 而 “TI1” 定理 的 证 明 是 应 用 BMO 
空间 最 突出 的 例子 之 一 . 考虑 到 内 容 的 安排 ,有 关 BMO 的 这 些 重 
要 结果 都 放 到 第 四 章 和 第 五 章 中 去 了 。 同样 地 ，BMO 空间 在 微 
分 方程 中 也 有 许多 应 用 ,这 可 以 在 Giaquinta 的 书 里 找到 ,我 们 没 
有 作 详 细 介绍 。 第 四 章 讨论 H 空间 。 我 们 在 简略 地 介绍 单位 贺 
内 经 典 的 H 空间 之 后 , 着 重 介绍 了 七 十 年 代 以 来 发 展 起 来 的 H? 
空间 的 实 变 理论 ， 这 就 是 H? 空间 的 极 大 函数 刻 划 、 原 子 刻 划 和 分 
子 刻 划 。 通 过 He 空间 的 对 偶 空 间 , Calder6n-Zygmund 算 子 在 H? 
空间 上 的 作用 以 及 算 子 在 H? 空间 中 的 内 插 , 说 明了 原子 H? 空间 
的 优越 性 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 我 们 没有 介绍 乘积 区 域 和 齐 狂 空间 上 
的 H? 空间 理论 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 通过 参考 文献 找到 这 方面 的 
内 容 。 第 五 章 讨论 Calder6n-Zygmund 奇异 积分 理论 。 我 们 从 简 
单 的 卷 积 算 子 出 发 ,介绍 了 Calderén-Zygmund 理论 的 基本 思想 、 
方法 和 应 用 。 最 后 介绍 的 Calderén-Zygmund 算 子 是 在 伪 微 分 算 
子 的 研究 中 建立 和 发 展 起 来 的 ,Coifman 和 Meyer 的 长 篇 论文 “Au- - 
dela des Operafeurs Pseudo-Differentiels” 对 此 作 了 详细 讨论 , A 
此 我 们 没有 提 及 。 第 六 章 讨论 Lipschitz 区 域 上 Laplace 方程 的 
边 值 问题 。 在 这 一 章 我 们 用 到 了 前 面 五 章 所 介绍 的 几乎 所 有 的 方 
法 ， 它 突出 地 反映 了 调和 分 析 的 方法 如 何 具 体 地 应 用 于 微分 方程 
的 研究 。 由 于 这 部 分 的 内 容 较 新 ,结果 又 较 多 ,特别 是 方程 组 问题 
还 没有 完全 解决 , 所 以 我 们 着 重 介绍 了 Lipschitz 区 域 上 Dirich- 
let 问题 的 L? L’ 理论 . 

本 讲义 主要 取材 于 Stein 的 “Singular Integrals and Differen- 
tiability Properties of Functions”; Stein 和 Weiss 的 “Introduc- 


tion to Fourier Analysis on Euciidean Spaces”; Jean-Lin Journé 的 
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“Calderén-Zygmund Operators,Pseudo-Differential Operators and 
the Cauchy Integral of Calderón”; Dahlberg 和 Kenig A) “Har 
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第 一 章 ”Hardy-Littlewood 极 大 函数 


$L 引 S 


根据 Lebesgue. 基本 定理 ,对 几乎 处 处 的 xe R*, 我们 有 


。 1 
(1.1) le a 1 f(ydy = f(x), 


Kh f EELER 上 的 局 部 可 积 函 数 ，B(x,rY) 是 以 x 为 中 心 ， 

r HERRER, (B(x, r+)) ER BCe, r) AI Lebesgue WE. 
为 了 研究 极限 (1.1)， 我 们 考虑 另 一 个 量 。 即 在 〈1.1) 左边 用 

“sup” 代 替 “lim”: 这 就 是 极 大 函数 , 记 作 MG). 因为 我 们 仅 注 


意 该 函数 的 大 小 而 不 去 考虑 函数 正 、. 负 相 消 部 分 , RAVE If 代 
St. 这 样 ,我 们 就 定义 了 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 为 


1 
UD MOG = op er], HOD Ids. 


显然 ,并 不 排除 MAD) 在 某 些 点 处 取 无 穷 的 情形 , 
_Hardy-Littlewood 极 大 函数 在 调和 分 析 的 研究 中 占有 极其 恒 
要 的 地 位 ,并 且 有 许多 重要 的 应 用 。 我 们 知道 , 实 变 理论 的 基本 思 
想 是 与 集合 .函数 、 积 分 和 微分 等 概念 紧密 相关 的 ， 其 中 积分 的 微 
分 理论 就 是 Lebesgue 积分 理论 的 重要 课题 ,Hardy-Littlewood 极 
大 函数 便 是 研究 这 一 课题 的 主要 工具 。 关 于 极 大 函数 的 一 个 基本 
结论 是 它 满足 所 谓 的 弱 型 不 等 式 ， 而 证 明 这 一 结论 的 关键 是 某 一 
类 型 的 覆盖 引 理 。 在 这 一 章 里 ,我 们 不 但 要 研究 上 述 内 容 , 而 且 要 
给 出 R" 中 一 般 开 集 的 Whitney 分 解 。 把 函数 分 解 成 主要 部 分 和 
次 要 部 分 ,是 Caldergn-Zygmund 推广 Riesz 的 “太阳 升 引 理 ” 后 
所 创立 和 发 展 起 来 的 基本 实 变 方法 ， 它 在 近代 调和 分 析 的 研究 中 
具有 广泛 的 应 用 .本 章 我 们 将 给 出 著名 的 Calder6n-Zygmund 分 解 
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的 证 明 , 进一步 ， 为 得 到 Hardy-Littlewood MAMA L?(R") 
C(<p<o) EMAAR, RINVESA Marcinkiewitz 内 插 定理 的 
一 个 特殊 形式 ， 最 后 ,我们 要 讨论 Hardy-Littlewood 极 大 函数 和 
调和 函数 非 切 向 收敛 的 关系 。 


§ 2. Hardy-Littlewood RAPA 


定义 (2.1) Kf RR LPT RAR RIIE 


1 
QD MODE) = sp |, VO 


E f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 ， 其 中 B(x,+),r > 0, 表 
REL * 为 中 心 ，r 为 半径 的 球 ，m(B(x, 7+)) BR B(x,r+) 的 
Lebesgue 测度 。 


我 们 给 出 几 个 简单 的 例子 。 
例 1: 设 2 一 1,1 一 xy， 即 [0,1] 区 间 上 的 特征 函数 , 则 
1 
Tel? 如 果 r<0, 
MP) 一 l, w 0O<r<l, 
+, 如 果 rol, 


例 2: 设 "一 La) = [al ?, p > 1, 则 存在 常数 op, RS 

P 有 关 , 使 得 
- MHN = cfle). 

为 了 研究 极 大 函数 进一步 的 性 质 ,我 们 需要 一 些 定义 和 记号 : 

定义 (2.3) 设 g(x) 是 Re 上 的 实 函数 ， 对 每 一 个 > 0, 考 
BES (reR:|¢()|> oe}, 我 们 定义 这 个 集合 的 Lebesgue 
测度 为 g(x) 的 分 布 函数 , 记 作 Xs(«) , R Ala). 

容易 验证 ,对 任意 ge L?(R")， 有 


人 ecDlar 一 站 we)sa 
R . 
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特别 地 , 当 p= oo Et, Well. 一 inffe:2(o) = 0}, 
下 面 我 们 将 证 明 相 章 的 主要 定理 , 即 所 谓 “ 极 大 函数 定理 ”， 
定理 (2.4) if 是 定义 在 R* 上 的 函数 ， 
(a) MR FELP(R*), 1P o, M M( 有 )(x) 几乎 处 处 
AR, 
(b) 如 果 FE LCR"), Wit a> 0, 


(25) eeR: MOH >a) <f | Ulex, 


其 中 4 是 仅 与 维 数 * 有关 的 常数 ,而 (2.5) 称 作 M Cf) 满足 弱 (1 ,1) 
@; 

(c) mR fe Le(R),1<p<oo, Ml MCF) eL’), E. 
存在 4, 使 得 
(2.6) IMI, <4,llfll,» 
其 中 A, 是 仅 依赖 于 ”和 维 数 ”的 常数 ,而 (2.6) 称 作 MO) 满足 强 
(Ce, P) 型 或 简称 作 M (7) 满足 (P,P) 型 。 

Lebesgue 基本 定理 可 以 作为 定理 (2.4) 的 直接 推论 ， 

推论 (2.7) 如 果 fe Le(R"), 1 <pcoo, 或 更 一 般 地 ， 
局 部 可 积 , 则 


。 1 
lim [B(x, ifran - f(y)dy i) 


对 几乎 处 处 的 ze Re 成 立 , 这 里 1B(x, r)| 一 m(B(zsr))、 以 
下 我 们 都 用 此 记号 表示 某 集合 的 Lebesgue 测度 。 

在 证 明定 理 (2.4) 之 前 ,我 们 作 如 下 说 明 : 

(1) 定理 (2.4) AF (0) 的 结论 对 于 一 1 是 不 成 立 的 ， 即 
{>M KE LAR) 上 的 有 界 算 子 ,这 可 以 由 例 1 得 到 证 明 ， 

(2) Stein 最 近 证 明了 (c) 中 的 常数 4, 实际 上 仅仅 依赖 于 ? 
而 与 维 数 EA. 他 的 证 明 用 到 了 Littlewood-Paley-Stein 理论 ， 
具体 可 看 [1]。 

定理 的 证 明 依赖 于 $ 3 中 Vital 型 覆盖 引 理 。 为 了 进一步 理 
解 极 大 函数 弱 型 不 等 式 的 实质 。 我 们 引进 所 谓 的 “二 进 极 大 函数 。 


. 3 » 


n ep aaas iii i 


M f): 
(2.8) Malt) C) = sp ToT o llady, 
S, wl 

这 里 所 谓 二 进 方 体 是 指 形 如 24 (i + 1) 24) X «++ X [f 24, 
(in t 1)2*] 的 方 体 , 其 中 ji EZ, k€Z,i = 1,2, on 

值得 注意 的 是 二 进 方 体 有 以 下 基本 性 质 ， Æ 9, 和 0, 是 两 个 
二 进 方 体 , 则 要 么 OSE OSA, ZAaNA= WB。 RE 
之 ,任意 两 个 二 进 方 体 要 么 有 包含 关系 ,要 么 不 相交 一 一 此 时 以 及 
以 后 我 们 称 两 个 方 体 不 相交 均 指 方 体 的 内 部 不 相交 ， 

对 于 二 进 极 大 函数 M.S), 我 们 直接 证 明 它 满足 弱 (1 ,1) W, 
如 对 任意 ec > 0, 存在 常数 4 使 得 
(29) eeRe: MDG) >a} <4| | le, 

我 们 记 (0}7%. 是 满足 下 述 不 等 式 中 的 极 大 二 进 方 体 

1 

(2.10) | or | IKE) ldx > a, 
也 就 是 说 如 果 8 是 一 个 一 法 方 体 对 共和 2 到 0 , 则 


Tol +f, \f(e) ldr < a, 


我 们 要 证 明 (ER: MANE) > oj 一 LU Om BM, 
U ostzeRe: MOGO a}, 这 是 因为 着 xe U Or M 
ERN h 使 得 ze gu RE 91j 的 定义 我 们 有 

MANOTE |o, Dos >a, 


这 说 明 xE{xER": MG >a) BZ, H refreR: 
M(N) > oj, 则 根据 Ma(f) 的 定义 ， 存在 一 个 二 进 方 体 2 使 得 


”x*&《 8， 同时 还 有 


1 
ware iG) lay > a, 


对 于 这 个 二 进 方 体 9。 一 定 存在 一 个 极 大 的 二 进 方 体 .9; 使 得 
OCO. 这 就 证 明了 xe 9 从 而 re UO, | 

为 了 证 明 M2) 满足 弱 (1,1) 型 ,我 们 仅 需 要 说 明 {0}. 是 
相互 不 交 的 二 进 方 体 集合 ,因为 这 样 我 们 就 有 
Hee Rt: MANE) > ail = |U B| = Digi 


<EE— tmt | Olde Sl, eles. 
le, Je 

{ 0; ns SEARLE AEE HET OR A RET hE HH 

| SRA RE), KAMRARNA 0; 和 9， 

相交 , 则 一 定 有 9,591, 或 者 QS» BAO} RAHEEM 
Qi, = Oi, 

从 上 面 的 证 明 可 以 看 到 ， 集 合 {ze R": MAN) > a} 可 

MARR 91, 其 中 9 是 具有 一 定性 质 的 二 进 方 体 。 但 是 ， 对 


于 一 般 的 集合 {reR": MAE) > o} 是 不 能 得 到 如 此 的 “正规 
分 解 ”， 这 时 我 们 要 依赖 于 下 面 的 Vitali 型 覆盖 引 理 ， 

引 理 (2.11) (Vitali DSB) ERR 中 一 个 可 测 子 
集 , RK (Ba) PRE AR Bs 的 直径 是 有 界 的 ， 则 存在 互 不 相交 
的 可 列 球 族 (Babies. (RR 


> |B,| >clEl, 


其 中 是 仅 与 维 数 有 关 的 常数 

我 们 将 在 $3 中 给 出 上 述 验 盖 引 理 的 证 明 。 

现 令 E, = {xER": MDG) >a}, BRE. 是 R 中 的 一 
个 开 集 ,所 以 对 于 任意 的 xe Eo, 存在 一 个 以 * 为 中 心 的 球 Be 使 
得 

H ,Why >a, 
由 此 我 们 得 到 
«ge 


ee 
es fe ee ANS SA AR akri i seedless © Sh HN à 


B< 4] orld < Lith <0 


对 一 切 *e E, 成立， 同时 , 当 * 取 遍 。 时 , B, SBE. 由 引 
理 (2.11), 我 们 可 以 选取 互 不 相交 的 可 列 球 (Balin, EB 
> 

于 是 我 们 有 
| Oliy > aF |B| > cal Bal, 
ya ' 
这 就 证 明了 定理 (2.4) 中 (b) 的 结论 。 同 时 , 这 也 证 明了 定理 (2.4) 
h(a) 关于 Pp = 1 的 结论 ， 

现在 我 们 证 明定 理 (2.4) 中 关于 (c) 的 结论 .显然 , 当 卫 一 co 
khi, (c) 中 结论 是 成 立 的 且 4。=1. 为 了 证 明 1 <p 达 oo 的 结论 ,我 
们 可 以 利用 一 般 算 子 的 内 插 结 果 。 在 $ 6 中 我 们 将 给 出 这 方面 的 
结果 和 证 明 。 这 里 ， 我 们 利用 对 函数 进行 适当 分 解 的 方法 ， 证 明 
(c) 中 关于 1<p < oo 的 结论 。 这 种 分 解 函数 的 思想 是 调和 分 析 
研究 中 的 主要 思想 之 一 ， 以 后 我 们 还 将 不 断 地 给 出 这 种 思想 的 应 
用 ， 

设 feL?(1<p< o), fr) =f), 其 中 UIST, 
a 是 任意 国定 的 正 数 ,hx)=0 当 1@1< 三 时, 则 OI 


AOI: F 于 是 
MOG CMN + S. 


所 以 
{re R": MD > abc{re R: MGD > =. 
这 样 我 们 就 得 到 


lir ERMO) >a} < |fr ER": MDE) > ?| 


< 好 | ,Wa (yeep ide, 
{rerien} 
其 中 用 到 了 定理 (2.4) 中 (b) HARAR fe LR 的 事实 。 所 
人 MOVO = p | Enida 
<p\ (24 | Olde) da 


{mros} 


< 24p f H| (e 


arada) dx 
= PAR | e OAs 
这 就 证 明了 定理 (2.4) HAF (0) 的 结论 . 
定理 (2.4) 关于 (a) 中 的 结论 可 直接 由 (c) 的 结论 得 到 ， 害 
理 (2.4) HESS. 
我 们 现在 证 明 推论 (2.7): 令 


(2.12) f(x) 一 Ody, r>0 


rl 
B(x,r) | Bir.) 


我 们 知道 车 fe LCR), 则 当 + 一 0 时 , Me — fh 0 RR, 存 
在 子 序 列 {re} > 0, EE fry 一 了 对 几乎 处 处 x CR" 成 立 ， 剩 下 
我 们 只 需要 证 明 极限 im fC) 对 几乎 处 处 *e Re 存在 。 为 此 设 


(2.13) Qg(x) 一 lim g(x) — lim g(x), 


其 中 ge L'(R"),x€R",g, 如 (2.12) REN. MRS ERARE 
集 的 连续 函数 ， 则 g, 一 g 一致 地 成 立 。 因 此 Qg(x) =0, mR 
gE LCR")， 则 由 定理 (2.4) 中 (b) 的 结论 


Ha € R":2M gl) > e}l < Ë leh. 


显然 Agl) S 2Mg@), 
因此 ， 


|{x ER": Qg(x) > e}| < 24 leli. 


现 对 fe L(R"), f 可 以 分 解 为 1 一 Atg, 其 中 4 是 具有 
紧 支 集 的 连续 函数 ， 而 & 具有 充分 小 的 二 范 数 。 由 于 as 
O(h) + Olg), QCA) =0, MU 

{ze R; a) > €}| < Hr ER”: O(g)@) > 5}| 


< 24 Vell. 
通过 选取 z 的 L! 范 数 任意 小 可 以 知道 ， 对 任 给 8 > 0,\{re R”: 


Of) G@) > 8}| 一 0 这 证 明了 lim f(z) 几乎 处 处 存在 ,推论 (2.7) 
获 证 。 


$3. Vitali Wea) 


我 们 证 明 引 理 (2.11), 首先 盖 明 挑选 B) 的 准则 :我 们 尽 
可 能 大 地 选取 B,, 使 得 B 的 直径 不 小 于 > sup{ B. KE) 显 


然 ， 这 样 的 B, 是 存在 的 ， 尽 管 它 不 一 定 是 唯一 的 。 不 妨 设 B,，. 
Bi, ee, Be 已 经 挑选 完毕 ,我 们 如 下 挑选 Bea: 在 (Ba 中 与 
{8,,B;,"… ,Bt} 不 相交 的 球 族 里 尽 可 能 大 地 挑选 Bi 使 得 Bars 


的 直径 不 小 于 sup {B84 中 与 {Bi, Bay +++ Ba} 不 相交 球 的 直 


径 }。 这 样 我们 移出 了 可 列 球 : Bos Ba .…, Beo tte. BRM 
况 应 该 考虑 :首先 ,如 果 所 选 出 的 球 列 是 有 限 的 , 且 在 By 停止 ,这 
说 明 在 {Ba} 中 没有 球 与 Bo Bi, ++. By 不 相交 ,因此 ， 对 任意 
x*E 巨 ， 一 定 存在 一 个 Be (Ba) 使 得 re Ba E Ba 5 B, 
Bi, ++, By 中 的 某 一 个 相交 。 我 们 设 B; 是 第 一 个 与 Ba 相交 的 
在 {B4} 中 的 球 ， 显 然 , B 的 直径 不 小 于 Ba 直径 的 一 半 。 于 是 
BE5Bi， 这 里 5B; 表示 与 B 同心 半径 扩大 5 ER. 这 就 证 


k r r 
BAT ESU 5B;, 从 而 得 到 Ial <|U 53,|< > 15B | 所 
fel i) i=} 


His dadie Sham iape aa i E o 


>? [Bj]. KRIPE AR a AER {34} 是 无 限 的 情形 . 如 
. 果 此 时 > 184| = œ , 则 结论 自然 成 立 。 KA Dy |By| <0, 
id Bk = 5B 必 我 们 断言 EG Ù BR. 由 此 可 立即 得 到 引 理 (2. 11) 
的 结论 ， 为 证 明 电 言 ,我 们 只 需要 证 明 BCU BE 对 球 族 {2} 
中 的 每 一 个 球 B。 成 立 ， 当 然 ， 我 们 可 以 认为 By 不 是 所 选 出 球 列 
{By} 中 的 球 。 由 > 184| < oo 可 知 B, 的 直径 趋 于 0， 当 ko 


OO 时 。 于 是 存在 使 得 Baas 的 直径 小 于 二 B, 的 直径 ， 同 时 我 


们 不 妨 假设 《 是 满足 此 性 质 中 最 小 的 。 我 们 有 Ba 必须 与 {B 
Bi, +++, Bay 中 的 某 一 个 相交 , 否则, 应 该 有 Bi 的 直径 不 小 于 
B, 直径 的 一 半 . RBS Bi 相交 , 1 ij 所、 同 理 还 可 推出 Ba 
的 直径 不 大 于 B; 直 径 的 两 倍 ,再 由 简单 的 几何 事实 得 出 B。S5B，， 
引 理 (2.11) 至 此 证 完 . 


§ 4. Re 中 的 开 集 分 解 


我 们 知道 ， 直 线 上 的 任何 一 个 开 集 都 可 以 唯一 地 分 解 成 可 列 
个 开 区 间 的 并 集 。 但 当 维 数 > 时 ,人 情况 就 并 非 如 此 简单 .本 节 我 
们 将 给 出 的 开 集 分 解 有 许多 应 用 ,其 分 解 思想 是 由 Whitney 首先 
引入 的 , 故 有 时 亦 称 为 开 集 的 Whitney 分 解 ， 我 们 说 2 是 R" 中 
的 一 个 方 体 ,是 指 2& 是 闭 的 , 其 边 平行 于 坐标 轴 。 diam(2) 记 作 
2 的 直径 ，dist(9 ,F) 记 作 8 SRA FARES. 

定理 (4.1) (Whitney 分 解 定 理 ) 设 RB ERAR, WEE 
方 体 集合 多 一 19 0. tts Oks th, 使 得 


(1) U O,= 2 =F; 
k 


(2) {0} 互 不 相交 ; 
(3) egdiam(Q,) < dist(Q4, F) S cdiam( Q4). 


ee st 
er een em area -ee em roto E E REEE a: 


其 中 Cis C2 与 F 无 关 ( 实 际 上 ,我 们 可 以 取 cim l, ci 一 4). 

证 明 : SBR 中 的 格 点 以 及 由 这 些 格 点 构成 的 方 体 集合 : 首 
先 考虑 单位 方 体 集合 并 记 作 .As. 令 MAIM, 于 是 -tt 
中 的 每 一 个 方 体 是 由 A, 中 的 某 一 个 方 体 等 分 2° 份 后 得 到 的 ， 
M4 中 每 一 个 方 体 的 边 长 为 2-*, 它 的 直径 是 W n 2-4. 再 令 9k= 
{rE R”: c2 < dist(x, F) < c2-*"'}, Hh c> 0 是 一 个 待定 


BR, 显然 , 0 一 U Qp. 令 


F= [QE MONA Ø tl-a MA— U O, 


De 
对 于 适当 的 “，diam(8) < dist(Q, F) < 4diam(Q), 其 中 


8 《7 ,. 为 了 证 有 明 这 一 点 , 设 9€ -Ai 则 diam(Q) 一 V = 27, 
而 86 多,， 所 以 存在 x+ E8904， 这 就 推出 dist(O, F)< 
dist(x,F) < c2- 针 以 及 dist(0,P) > dist (x, F) — diam(Q)> 
clk 一 Vn2-《， 于 是 只 要 取 e 一 2V =* ,前 述 两 个 不 等 式 就 可 
以 同时 成 立 。 

显然 ,除了 (2) 以 外 , 多 ,满足 定理 的 要 求 , 剩 下 我 们 将 精 化 
所 做 的 挑选 ， 为 此 ， 需 要 下 面 简单 的 事实 ; 设 9, 和 2; 是 分 别 由 
.At 和 Mh 中 选取 的 两 个 方 体 ， 如果 2, 和 2; 相交 ， 则 一 定 是 
一 个 被 另 一 个 所 包含 ， 特 别 地 ,如 果 名 之 名 , WOCO. 这 是 因 
为 9; 和 0; 都 是 二 进 方 体 。 现 从 任何 一 个 0€ .多 ,开始 ， 并 海 虑 . 
在 Fo 中 包含 Q 的 极 大 方 体 ， 设 OZ ecg’, 则 diam 
(0°) < dist(9', F) <dist(Q, F) <Adiam(Q) 这 说 明 存在 最 大 
的 方 体 包含 0， 另 外 ， 由 上 述 简 单 的 事实 说 明 ， 极 大 方 休 是 唯一 
KH MSF 是 多。 中 所 有 的 极 大 方 体 集合 ， 则 .多 中 的 方 体 满 
足 定理 的 要 求 ， 定 理 证 完 ， 
”” 我们 对 定理 证 明 中 的 作 进 一 步 说 明 。 我 们 称 90:e 多 
是 相 接 的 ,如 果 它 们 有 公共 的 边界 . 

命题 (1.2); 设 91,81€ 多 且 它 们 是 相 接 的 , 则 


1 
4 
这 是 因为 dist(91,F) < 4diam(Q,), 于 是 我 们 得 到 dist(9，， 
F) < 4diam(Ọ )-+diam(Q,)=5diam (Q,) 而 diam(Q,) < dist» 
(Or. F), ik diam(Q.) < 5diam(0,) 然而 存在 某 个 和 使 得 diam- 
(90) 一 24diam(9,) ,所 以 diam (9;) <4 diam(Q,) 再 由 对 称 性 
可 以 得 到 命题 (4.2) 的 另 一 部 分 的 证 明 , 
命题 (4.3) 存在 常数 N 仅 与 维 数 > 有 关 , 对 任何 9€ 多 ,在 
多 中 至 多 有 N 个 方 体 与 9 相 接 . 
实际 上 , 只 要 取 N 一 12*， 因为 可 以 设 ge .kt， 则 有 3 
个 方 体 (包括 2 本身) 属于 A, 只 与 8 相 接 其 次 ，A4 中 每 个 
方 体 至 多 包含 .多 -中 4" 个 半径 > + diam(Q) 的 方 体 . 


tO: 是 .多 中 任意 一 个 方 体 ， x 是 其 中 心 ， 是 其 边 长 ， 则 
diam(Q,) = Vn hi. 对 于 e:0 <e <1/4, OF =(1+8)% 
显然 ， 90:CO*, 而 9* 不 再 具有 不 交 性 ， 但 是 我 们 有 : 

命题 (4.4) 9 中 的 每 一 个 点 至 多 属于 NN 个 Q}. 

HOM OEF, 40, 5OMBN, OF 才 可 能 与 0 相交 
(为 看 清 这 一 点 ,只 要 考虑 名 中 所 有 与 Q4 相 接 的 方 体 的 并 集 )。 


为 所 有 这 些 方 体 的 直径 不 小 于 + diam(94), 显然 ,这 个 并 集 包含 


8*, 所 以 若 8 与 9* 有 交 , 则 仅 当 8 与 94 相 接 。 然 而 对 任何 x*&€ 9 
属于 某 一 个 方 体 ES, HAM (43), 至 多 有 NN 个 方 体 94 与 0 
相 接 ,从 而 至 多 有 NN 个 OF AF x. 

£0, 是 以 原点 为 中 心 的 单位 方 体 . 固定 一 个 C” 函数 p:0< 
p Slip) =l, 4xE Ot, pa) 一 0, 当 xfg(1 十 8s)90, 时 ， 
再 令 p(x) 一 9 (z = z), Hh r EEF PDO, ha EO 


R 


的 边 长 5 则 p) 一 1 4 rE QM pG) = 0, 4x EOF. E- 


步 还 有 
(y pl) 


diam(Q,) < diam(Q,) < 4diam(Q,), 


< A,(diam(Q,))7'""", 


定义 pi) 一 pxCx)B n(x), x 6 0， 其 中 B(x) 一 》) p). 
k 
然 
D el) = 1, +x€Q, 
k 
我 们 称 上 式 为 单位 分 解 ， 


§5. Calderon-Zygmund 分 解 


本 节 我 们 将 证 明 在 调和 分 析 中 十 分 基本 、 十 分 重要 的 工具 之 
Calderén-Zygmund 分 解 。 


定理 (5.1) (Calderén-Zygmund 分 解 ) 设 f Æ R” 上 非 负 可 
积 函 数 , a 是 任意 固定 的 正 数 , 则 存在 R" 的 一 个 分 解 ,使 得 

(1) R” = FUQ, FNA = Ø; 

(2) f(x) Sa, HIL PAESE x € F3; 

(3) 9 = U Ox, Og 是 互 不 相交 的 方 体 , 进 一 步 , 对 于 每 一 
个 方 体 Og 还 满足 


as 


py i | fxJdx < 2’a, 


EW: 我 们 将 R* 等 分 成 方 体 ,显然 内 部 不 交 ， 同 时 使 得 方 休 
的 直径 充分 大 以 保证 
Bi a Se. 


ik 9' 是 满足 上 述 不 等 式 的 任意 一 个 方 体 , HO’ 等 分 成 2* 个 
相等 的 小 方 体 , 并 记 08” 是 新 的 小 方 体 中 的 某 一 个 , 这 时 有 两 种 情 
形 需 要 考虑 : 


Gi), t(x)dz < a; 


_ 1. 
Gi) — oT h, 1@)dx >a, 


对 于 情形 Gi), 我 们 不 再 对 2 ”进行 等 分 ,这 时 我 们 有 


oes ea dea op 


"< ToT Joe elds < ,He)ax < 2a, 


1 
2-*|0"| \, 
对 于 情形 (i) 我 们 继续 等 分 9”, 并 进行 同样 的 程序 。 这 样 我 们 得 
Fj Q = U 8Q4x， 对 几乎 处 处 re Fe a, AH 


。 1 f 
f(x) = ee jor \, fi dy Sa, 
这 就 证 明了 (2), 显然 , (1)，(2) 可 以 由 分 解 直接 得 到 .定理 证 


Jūs. 
推论 (5.2) 设 f, a, O, {Ohi 满足 定理 (5.1) 中 的 条 件 , 则 
存在 两 个 常数 4 和 B， 仅 依赖 于 维 数 a, 使 得 定理 (5.1) 中 (1)， 


(2) RYE 
(1) 191 < $ I, 


, 1 
2) -i dy < Ba, 
O 二 fa f(ydy < Ba 


实际 上 ,只 要 取 B= 2", A= 1 ROA, 

下 面 的 定理 表明 了 Calder6n-Zygmund 分 解 与 Hardy-Little- 
wood 极 大 函数 之 间 的 关系 . 

定理 (5.3) 设 f, a, {84} 如 定理 (5.1) MB, 表示 与 94 
同心 , 边 长 是 94 边 长 的 三 倍 的 方 体 , 则 存在 正常 数 和 C, 使 得 


(1) U 2iS{r E R”: MIC) > ca}, 
k 


(2) U GiftzeR :MiCG) > Ca}, 
(3) # (ov 为 二 进 方 体 族 , 则 
U Qir ER": Mfl) > Ca}, 
证 明 : oa xE Or WEER B(x, r) 使 得 OSBL, r) 
且 [Bs 1/19 Ss 
FR 


e132 >” 


r TT Ae RI CIE: EIR: Bi oo Aer Rh akan os Mihai SIRNA 


1 
MIC) > IB(x,r)| Veen f(y)dy 
> A i 
> THAT TON fa > om 
(2) 设 rx U Õe r>0, W 
k 


| Idy 


| en f(y)dy = | 


BrO 


TOLED 

Ok NBH 

< clB(zy nit 5 | {dy 
OxfiBed 2 OR 


Sal Blr, r)| + 2% 5 lOl. 
ORNBES 


注意 到 下 面 的 关键 事实 : HONBA SD, W EBC, 10r), iX 
ENA rk On FU 3) lok < CIB, r)i Ji 
ORM BHO 


fay < Cal B(x, 7)| 对 一 切 ， > 0 成 立 

此 即 推出 MOG) < Ca, 

(3) 的 结论 已 经 包含 在 我 们 关于 二 进 极 大 函数 定理 的 证 明 中 
T. 

在 上 面 Calder6n-Zygmund 分 解 的 证 明 中 , 我 们 并 没有 具体 
地 给 出 (Oto 的 构造 下面 我 们 将 利用 极 大 函数 具体 构造 出 
{94j8-， 并 证 明 推论 (5.2)。 在 一 般 情 况 下 , 推论 (5.2) 是 最 常用 
的 形式 之 一 。 

令 下 一 {zxeR": Mf) Sa}, O= E, = Fem {r ER": 
MC) > qj， 显 然 、 由 极 大 函数 定理 ，191 < $ hfl. 因为 


O 是 开 集 ,由 Whitney 3, Om U Or. rae Fee 
k 
dist(F, Q) 一 dist(Prs Ox). 
EA 
令 B4 是 以 pi 为 中 心包 含 94 内 部 的 最 小 的 球 ,74 一 二 于 -因为 


» 14 >œ 


PEF, 所 以 a > Mie) >I, f(y)dy > 
{Bxl 


1B, | 
t(y)dy, RHE Whitney 分 解 ， mmoT <6 


ra o 


§6. L 空间 中 算 子 内 插 


设 了 是 由 L'R”) 到 LR) 上 的 一 个 算 子 , 1 <p < oo， 
1 和 4 <o, RRS TEE (p, 9) 型 ， 如 果 存 在 与 了 无 关 
的 常数 A, 使 得 
(6.1) IT file < Allfllys 
对 一 切 fe LPR") 成 立 。 

类 似 地 ,我 们 称 工 是 弱 (p,q) 型 ,如 果 对 任意 > 0, 有 


D teen: ITO > atl < (TEY, a< 0, 


其 中 4 与 1, oa 无关， 

当 ? 一 oo 时 ,我 们 仅 考 虑 强 (P, co) 型 。 

GA, 若 算 子 了 是 强 (2, 4) 型 , 则 了 一 定 是 弱 (P, 9) W. 

本 节 只 介绍 Marcinkiewicz 内 播 定理 的 一 个 特殊 情形 : 

EM (6.3) Hler<oo, 人 是 由 LR”) + L'R”) 到 可 
测 函 数 空间 的 次 可 加 算 子 , 若 了 是 弱 (1, 1) 型 和 弱 Cr) 型 ， 则 
T Ea (p, p) 型 ,其 中 1 过 ?过 r+, 即 对 fage LIR”) + L'R”), 
T 满足 

(1) ITG +8) < ITH) | + Tgl 


(2) {e€R*: |TH®)| > a}| < Alls 


G) [te ER's ITIO l>a} < (LEY, 


则 
ITH < 4 
对 所 有 fe LR"), 1 <P<r 成 立 , 其 中 Ap 是 仅 与 44,7 和 


e 15 。 


WER nm A SEA HBL, 
AH: 设 fe L?(Re)， 我 们 要 估计 分 布 函数 
Ma) = |{r ER": ITI] >a}. 
为 此 , 令 
f(x), 如 果 lf Cx)! > Os, 
nC) to, 如 果 |f(x)| <a, 
f(z), WR l <a, 
het)” sue if me, 
GR ff + fas A f € LR”), he LCR"). A ITI I< 
ITRI + TACO, BLL 


ERITI pats {reR": ITH > Sf 


U fr eR": ITA) > z}, 


因此 


ila) $ frer’: (THC) | > 引 | 


+ |fe eR": ITH) | > +} < 24 | 1ds 


+ (24) | itera = 2 


a | x:1fi>a} 


(f(a) [dx 


24A,V rds 
+( a ) frana O| dz, 
这 样 我 们 就 得 到 
ITANE = p| æ alada 


x 


<240 nr ON) 


+ (24,)p | or a 11) ax )da 
-2 人 olde + CATE MO) lds 
p —1 JR" r— p JR’ 
< A 
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TERE, 
关于 一 般 的 Marcinkiewicz ARRAY Z (2), 


§7. Hardy-Littlewood MAK RA 
PAA RR RAD FED ak 


设 ple) = cel + LOH, py) = y "p(t +), 其 中 y> 


0， 则 w(ryy) =x p(s), y>0, BF AY Poisson 积分 , 这 里 
fe L'R’), \< po, BR, u(x, y) 是 一 个 调和 函数 。 
定理 (7.1) 如 果 u(x, y)(y > 0) 是 f€ LAR) <p S o) 
的 Poisson 积分 , 则 
Alz, y)! <S MCG). 


证 明 ， :实际 上 ， 我 们 可 以 证 明和 更 一 般 的 结果 : Re Ee 


e,>0, Xi 是 球 By {rE R’; |i € ra) LAER 则 对 
{20,4 


Ige 


ETAO = > ce” |, tle — 1)d 
ast 
m n 1 _ 
= 2a wt On oe | ee, (4 


< MG) > crl Bil = MIle. 


二 个 结果 很 容易 推广 到 任意 pe LR"), HH pa) = dtl), 
BAR Aa FR, SUR ple) = calel? FIT 就 
可 以 得 到 定理 (7.1)， 
下 面 我 们 证 明 在 某 种 意义 下 定理 (7.1) 的 逆 定 理 : 
定理 (7.2) 如 果 f >0, TAY Poisson 积分 uly) > 0) 
存在 , 则 存在 仅 依赖 于 维 数 ”的 常数 4, 使 得 
m (f)(#) < A sup u(y). 


We 


证 明 : B r > 0, 则 


l r 
eD Pn) me | 1G 0 EE 


> Ae, | f(r — 2) rds 
belay 


= Ac,2, I(x — dt 


1 
O fae 
从 而 推 知 sup u(x,y) = AMC) Ca). 

定理 (7.1) 说 明 Hardy-Littlewood 极 大 函数 可 以 控制 对 应 
的 Poisson 积分 ,由 此 我 们 可 以 得 到 关于 Poisson 积分 逐 点 收敛 
的 结果 。 

我 们 证 明 下 面 的 一 般 性 结果 ， 

定理 (7.3) 设 {7,}, s > 0， 是 由 LA(R*) 到 可 测 函 数 空间 
上 的 线性 算 子 族 。 定 义 

T*(4) (x) 一 sup ITA), x ER’, 
和 若 存 在 常数 4 和 4g 21, 使 得 

{re RT (x) Sahl < Gani 
WMA a> 0M hELR) RI, RAM LIR) AR 
FRE D, lim Tea) 存在 ,其 中 ge 多 , 则 对 任意 fe LIR"); 
lim THC) FE. 

证 明 : 设 fe LIR"), Fe {x eR’: Tete — Tarf(x)|> 
28 对 无 限 多 个 (8 ， e”) 全 (0, 0), 成 立 }. 对 任意 > 0, 存 
在 ghe LL?(R*),， 使 得 ff 一 g 十 4 其 中 c2, ii [Ally <. 
我 们 斯 言 

[Fa] < (24Ck 十 1)7)9。 
因为 是 任意 的 ,这 意味 着 |Fi| 一 0, 于 是 FF 一 U Fi 是 零 测 
度 集合 。 而 对 任意 rE R"/F， lim TI) FE, 这 样 就 证 明了 定 
理 (7.3)。 
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cop FR ai SURE kilk- st eH ARMM s liie pi 9 >i DER i 


为 了 证 明 我 们 的 断言 , 令 G 是 所 有 re R" ERA lim7 Lg) 


(x) 存 在 且 有 限 的 点 ,因为 R"/G 是 零 测 度 集 ,所 以 只 要 证 明 | FN 
G| < (QAC + 1)n) ,而 To) — Te) = {Toha 
Terk (2)} + {Twg (Cx) 一 Tang (x)}, lim { Tog (#) - Tvg(Cx) }= 


0, 所 以 
FINGE{xr ER":|Th(x) — Tarh la) | SRO 
对 无 限 多 对 (ge',s”) -> (0,0) REL 
又 因为 后 一 个 集合 包含 在 集合 {x eR": TA) SK) HL 
定理 条 件 可 以 得 到 我 们 的 断言 中 的 不 等 式 . 
推论 (7.4) 如 果 fe LRM SPs), ulr, y) O> 
0) Ef AY Poisson 积分 , 则 u(x, y) 有 非 切 向 极限 IC), » BDL LF 
处 处 的 xmeR"*, 有 
lim 0) u(x,y) = f(x), 


其 中 T(r) = {Cry y) € R3"; |x 一 x|<ay,o>0 是 任意 
固定 常数 }. 
证 明 : 首先 容易 看 到 ， 如 果 fe Lr(R”) NCR"), WAR 
立 。 其 次 我 们 将 证 明 u(x,y) 的 非 切 向 极 大 函数 
u*(x,) = sup ， |u(xsy) | 


被 f 的 Hardy-Littlewood 极 大 函数 所 控制 ， 且 存在 与 f 无 关 的 
固定 常数 4, 使 得 . 
us(zo) < AM). 
由 此 推 知 xs*(x) 满足 弱 型 不 等 式 。 再 由 定理 (7.5) 可 直接 得 到 推 
沦 〈7.4)， 
现 证 明 w*(x,) < AMI (a). 


ju(x t(s)dz 


co | 。 N — z|? - yeto 


<e | 1 ite) \de +e 


i3- ay) S207 y” 


ss t99%. 


t 本 


x Í liod gy, 


tev egiraay (|x — z|? + y2 +t 


WA, ISAM). 而 


= Cn > firana yif(s) ld 


后 (|z 一 > p+ pDA 


Sew D>) (2 ay)! | yli (a) |dz 


arol E kH ay 


S ces D) (2* ay )"(2* ay)? yM fae) 
= co M (fX) >) 2S AM(A (aH). 


*=1 


Khas «MBM AK, 


第 二 章 ”4。- 权 函数 ，Hardy-Littlewood 
极 大 函数 的 加 权 不 等 式 


4 |， Ay wR 


在 第 一 章 我 们 证 明了 极 大 函数 定理 。 一 个 自然 的 问题 是 这 个 
定理 能 否 推广 到 一 般 的 测度 空间 (R, w(x)dx) 中 去 ?换言之 ,对 
什么 样 的 w(%) > 0,0l) E LielR”), RIE WF RARER: 


(11) ose R: MAAS 4 | ,Colecoar， 


其 中 4 是 固定 常数 ，w(B) = | oleae. GEM fou (f) 是 


Li(wdx) 到 Ls(wdx) 的 有 界 算 子 )， 以 及 如 下 强 型 不 等 式 ， 
(1.2) [Milleron S Apllfilueuans 1< p< o, 
其 中 A, 是 仅 与 维 数 x 和 有 关 的 常数 ， 

我 们 首先 找 出 满足 (1.1) 的 w 所 应 满足 的 必要 条 件 。 设 (1.1) 
RI, rE QTQ: Í= Xo, 为 8, 的 特征 函数 , 如 果 ze On N 


z) 一 a 184 
M(f)(#) 一 sup at Se nay > r ail, ay 一 ot 
因此 ， 


| wx) dx <| w(x)dx 


{= MAY)> TOT “Be 


= 1 (re R”: Mi@) > ist) 


laif o 
4 i | (x) de, 


从 而 可 得 M(o)(*) < 4w(x)， 对 几乎 处 处 x*& Re 成 立 ， 
我 们 引入 下 面 的 定义 : 


> œ 


人 ERE Ee 


EX (1.3) 设 w(x) > 0, ok Lioc(R")，w 称 作 是 一 个 权 冰 

数 。 如 果 存 在 一 个 固定 常数 c, 使 得 
Mals) S colr), 
对 几乎 处 处 x€ R* 成立 ， 则 我 们 称 o 是 一 个 ARAR, IE 
we A1， 或 简称 w 满足 A RA, 
.下 面 的 定理 说 明 4 条 件 对 于 (1.1) 而 言 亦 是 充分 的 。 

定理 (1.4) MR we A, WW /一 M(h 是 由 L (Code) 到 
Ls(wdx) 上 的 有 界 算 子 , 即 (1.1) RY. 

为 证 明定 理 (14) ,我 们 需要 下 面 的 引 理 : 

BIM (1.5) Rowe A, Mods 满足 双 倍 条 件 , 即 对 任意 2C 
R"， 存 在 固定 常数 4 使 得 o(29) < 4m(9)， 其 中 29 表示 和 0 
同心 , 边 长 为 2 两 倍 的 方 体 。 

证 明 : 因为 w€ A, MA 

o(29) < 41291inf w(x) < 4191inf o(s) 


<A 人 w(x)dx 一 Aw(Q). 


这 里 我 们 用 到 了 如 下 事实 : 对 任意 OCR’, w€ A, 


1 ， 
Tor |, w(x)dx < cess inf ols). 
引 理 (1.6) WR w€ 4， 则 存在 常数 <c， 使 得 MWS 


cM.(f)(), seh 
1 
MAN) ~ sup Tox |, "O10047, 
证 明 : 显然 


+f, lity) lay < sup- 


WD Loly) dy 
|Q| 40 


inf zo 


<c IO) w(y)dy = c M.f). 


ep x05 ho | 
对 不 等 式 左 边 取 sup。 即 得 引 理 的 结论 ， 
定理 (1.4) 的 证 明 : 由 引 理 (1.5) 知 w 满 足 双 们 条件 , 用 第 一 
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章 的 方法 可 以 证 明 : 
ola E Re Mf) SA < 4 Milanese 

再 由 引 悍 (1.6) 推 得 i l 

olre R: M(E) > 2}) < ol{xE RY; Mf) E) > €2}) 


< 4 Wl. 
现在 我 们 找 出 满足 (1.2) 式 的 。 的 必要 条 件 . 对 任意 QCR, 
M (Fxg) C) > Xo (2) 人 fy) lay = mo( lfl) oC). 


19| 
因此 ， 


| (mC Ifo ay) = oO TE |, ltd lay} 


< A |, MPOLI < A |, IO lwy 


办 


<A |， |fCy) |*(co + 8)ay, 


A | 
Fir b> 0, BLAM AC) = Cole) + e) PT € Li(R'), 从 而 我 
们 有 
了 i = 1 $ 
(0) tore Co + 8) FT dy} 
< 4| (o + 6) P-1? dy = A | (o 十 ey ay, 
9 9 


于 是 我 们 得 到 . 
AQ) fi ( (a4 gy Ta, cy 
(ol tigi lo @ tay <4, 
令 e—0, H Fatou 引 理 得 
ı Í 1 pat et 
(1.7) (ToT | oly)ay) ( iol | wr (yay) <A, 
我 们 引入 下 面 的 定义 : 


定义 (1.8) 设 w(x) > 0，oeZLie(R9) 是 一 个 权 函 数 , 如 果 
对 1 二 p< 存在 一 个 固定 常数 c, 使 得 
7 1 poi 
sup (Tr o aay) (Ty [o F= ay) Saco 
RRR o FE—7S A PRR, RERE o AE Ap 条 件 ( 记 作 o€ Ap). 
我 们 将 在 $ 3 中 证 明 we A, 亦 是 (1.2) 式 成 立 的 充分 条 件 。 
现在 我 们 列举 4?- 权 函数 的 一 些 初等 性 质 : 
(1) 如 果 p< par Wi Ap F 4p. 
”其 包含 关系 可 由 Holder 不 等 式 直接 推出 ,要 看 到 4, = Ap 
只 要 注意 到 |xl*€ A, 的 充分 必要 条 件 是 一 #2 < ec << xb 一 1). 
(2) wE Ap, Wi) oE Apres 其 中 6 > 03w%e Apal, 
特别 地 ，A1C 4* 对 所 有 ?> 1 成立 。 i 
这 也 是 Holder 不 等 式 的 直接 结果 ，. 
O 如 果 士 十 十 一 1 we 4, 的 充分 必要 条 件 是 o7 € 
Ap. 
这 直接 由 定义 得 到 。 
(4) 如 果 wyor€ dp, p 21, Ml oote do OSes il, 
这 由 Hslder 不 等 式 得 到 。 
(5) 如 果 œ:€ Ay, Sil o = coco! € Aps, p> 1, 


因为 ot | a,(y)ady < cinf wlr), 所 以 
1 。 ， _ 
Ga | (947) Ginf wi(y))* < en 
1 . a 
(To fo 2087) Ga aD ee 
1 | wlx)dx = Tol | wo (aoa! (ede 
] : aop 
< (Tor | ws(z)az】 (inf a) 


. 24> 


i 


cor 9 rm Code "~ (Toi | “sh dx) 
< Gor Í, de) (inf w, (x))™ 


于 是 


(oi | oa) (+ [oi |, w a (ae) Sel t<o, 


(6) 如 果 oE Ay, MWE odr 满足 双 倍 条 件 . 实际 上 ， 
我 们 还 可 以 证 明 更 加 一 般 的 命题 : 如 果 je L Code), 则 je Ll。 
(Rs*,dx) H. 


(i. | roure ler ew, l<p<ow, 


19| ior | aly)dy p” 


BRE 


[iy) |dy 一 CO (Yo $ Cy)dy 


jot |, 191 T Se 
2 


< (Thy |, o> wordy)” (Fo [a Fray)" 


| KOOLI {rl say} * 


«= cl’ 
四 
为 得 到 (6) 只 需要 令 1 一. 

”进一步 ， 如果 ocd, N wo 十 gE A, 对 6 之 0 成立 ,因为 


(rh ly) 1a)’ Gar. Co + s)ay) 


<c (= \, PACD) O + (ToT | [f(y) lay)’ 


19| jol 
<c (Tol |, |fCy) ZOL + (ToT Í, 10) eav) 


e 25 o 


< 证 | 


BS 1/ 一 (o +s) F7,M wo + eE Ap 


Iv) [Plo + 6)dy, 


$ 2. 反 向 Hélder 不 等 式 


我 们 称 权 函 数 o WERE Holder 不 等 式 ， 如 果 存 在 9 > 1 
和 国定 常数 c, 使 得 


(2.1) ( 市 | otda) < (Tor | wd) 


对 所 有 方 体 OCR RX. 

下 面 的 定理 是 4。- 权 了 消 数 理论 中 最 基本 的 结果 之 一 。 

定理 (2.2) Gwe 4,，p 之 1， 则 o 满足 反 向 Holder 不 等 
式 , 即 存在 常数 “ > 0, 5 > 0， 使 得 对 任意 OCR’, 


| wtidx Qe (+ |, was), 


1 
PIR 191 
我 们 先 给 出 定理 (2,2) 的 一 些 推论 ， 
推论 (2.3) 设 ok 4d6,p >> l, WEE e > 0, 使 得 ww do 
p— >L 


我 们 对 o TAI 应 用 定理 (2:2) 得 到 


+ò paints 1 -t $~ 
(E 人 w FY dx) < cP (| w rT dx ) . 
lol jo] Jo 


两 边 乘 以 (Ti \, e)an 


Gh [ae forte se, 
I9 | (ma 


(te tyi 


1 
O e 


UW we Le 因为 e>o, MA I+ <p, 于 是 


1+ 6 
RERS e= p—(1+2—1) wg we Apa 


推论 (2.4) 如 果 we Ap» >l, 则 存在 wa> 1， 使 得 oE 


A», 
由 we Ay Ho FTE Ay 以 及 定理 (2.2) 可 知 存在 # > 0, 


使 得 1 1 1+8 
Tol Í, ott de Se (Tor |, w) 


1 1 1 LN 
f (o TY de < e(l | o r) . 
9 KARL 


m Í, attt de) (ToT KO dey 


<e (sor | od) Gor | om dey P src 


这 说 明 o't” E Ap FER aml 十 8.。 即 得 推论 ， 

为 了 证 明定 理 (2.2), 我 们 需要 下 面 的 引 理 : 

引 理 (2.5) 设 of Ap» 则 对 任意 a(0 <a 1) 存在 a<l. 
使 得 只 要 141/10| <a, RA w(A)/w(0) < c 对 一 切 ASO 
成 立 。 

证 明 : 因 为 14| < all, MUL M(Xow)(*) >1— a 对 所 
Bre 9 成 立 。 再 由 4- 权 函数 的 性质 (6), 有 

M (Xoga) (a) < PM Xha) C). 
因此 ， 
lQ) S olre R”: M(Xo4)@) > 1 — @}) 
<wo({xE R”; Mo。(Xo 4)(z) > c(1 — @)*}), 
He ORE RA RIKI M. WIJ (1.1) W, 
wO) ST Sa Zole da = A, 
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从 而 w(4) 和 cowo(8)， 其 中 co <1. 
定理 (2.2) 的 证 明 : 固定 8, 对 8 进行 类 似 的 Calderón-Zy 
gmund 分 解 。 固 定 《€ Z+， 我 们 将 8 等 分 成 2? 个 小 方 体 , 记 9 
是 其 中 的 一 个 ,如 果 
1 


T |, coly)dy > 2004Dk Tor | cooly) dy, 
我 们 就 保留 2， 和 否则 对 2 再 等 分 并 重复 上 面 的 程序 。 这 样 我 们 
得 到 {8 分 ， 满 足 


(atl 1 l w 
GD 20 | ody < Tm f (y)dy 


1 1 
= gT fag Oar < z- 2t r f, oy 


n+IXk+ 1 wW 
<2 Xk +1) TI | (y)dy. 
(2) 对 几乎 处 处 xc Di 一 NU 
n 1 f 
w(x) < 2° FDR Tol lo woly)dy, 


Hye, Dur. SCD, AA: 如果 OF" CDyA\D, CDi, TR 
re 0i, 有 ` 
1 


w(x) < 20+ Tol | wly)dy, 


这 就 推出 
FT fas wy)dy < 2+4 ior | oas. 
显然 这 与 04*! 应 满足 的 上 述 (1) 式 矛盾 。 
这 也 说 明 对 每 个 94+!, 一 定 存在 某 个 9, 使 得 OFMCON ik 
是 由 于 我 们 每 次 都 是 2* 等 分 方 体 所 决定 的 。 令 D = 9tN Dins 
则 
1 


at CR+L 1 w ~- (CD 
narnia at | Oars |, ar 
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k 
i 


1 2 
< ._1 
(DT TORT Ja COP 


< OF J germ. oe. 1 (1。 
ID'| ro Jo 24 
由 此 推出 D< + 194| até 求 并 ,得 到 (Danl < + PAR: 
由 引 理 (2.5), 存在 。 < 1 使 得 
ol(Din) S coo(Dy) S +++ 委 cttio(D)， 
于 是 我 们 可 以 有 如 下 估计 
| wat? Cy)dy < fan, ott Cy) dy 


十 (í odr ) Jnt RI 
> DAD k+, 


(Li, oy)av) }< (证 | oay)e LoD 


+ > (209 FIKAH I ck) (ToT 


f | 
<< (证 | oo2) (10n 


+ ID,| 5 yirsnasntcr) 
t=0 


因为 “ < 1， 只 需 取 8 充分 小 就 有 
| w**(y)dy < < ( 1 | w(y)dy) iol. 


lol 
这 就 证 明了 定理 (2.2)， 
我 们 再 给 出 定理 (2.2) 的 另 一 个 证 明 ,这 次 分 三 步 证 明 。 
第 一 步 : 存在 与 9 无 关 的 oa, 8 > 0， 使 得 
I{z€ 8: ole) > pmolo)i >al91， 
其 中 mo(w) 一 a | wly)ay, 
& E’ = {x€ O,w(lx) pmo(w)}， 则 


Í, oly) ay) co(D,) 


e 29 。 


| Lisie ee OE AR ARUN + 2) Ena RABE 6. ls 5 Se sa she Se Rte ae mdeni. eRe do 


(EI {mo |, (mola) T a) 


~ emolo) (y |,, Omo T de), 
注意 到 当 xe E 时 wT (x) > (pmo(o)) T ,所 以 


(oi) < Amol) (T57 |, ONTT de) 


< pmolo)( oi | (ol) FT <pe， 


因此 18"| < (8e) 10). RPK, 使 得 
amta GFT) > 0， 则 


ltzeg: o(a) > Bmo(w)}| 一 IONE1 = 101 — 12" 
> [0| (1 — (8)7T) = 20101 > al Ol. 
第 二 步 : 对 任意 9 和 1 > mol), 
| wl#)de < cAl{x € Q: ol) > sa}, 
{x€0;1 w(xr)>A} 
其 中 。 与 9 无 关 . 
为 了 证 明 上 述 不 等 式 , 我 们 对 进行 Calder6n-Zygmund 分 
解 ,得 到 {04} 满足 
(1) ol) 之 4， 对 几乎 处 处 xE o\U 94 成 立 ; 
(2) i < molo) <2", 
因此 


< x)d 
人 wo(s)dx 2 fa o( ) x 


= Dd) (Qim o) < 21 2 lAl 
k=1 k=1 


< zi D {re Og: ale) > book(o)]| 


km 


. 30 ¢ 


nn st : | 


一 1 5 |{rE Oy: w(x) > pal 


kat 
<? -< Al{x€O: ol) > pa}. 

第 三 步 ; molat) < ¢(mo(w))*, 
由 第 二 步 知 ,对 8 > 0， 有 

| a (00, oC)dxd <e fa PI{E Q: o) 
> pada <e | airc Q: ols) > Br}la 
= ogous) i. {rE Os w(x) > 2d} | da 
- ep ate 


tes Bath) ; 
1 十 8 K Cdx = -igy eN 
再 由 Fubini 定理 ， 


| 25 | wx) dxdA 
mola) {x EQ rol "> A} 


r I 
一 | f Ls-1d1dx 
tze Orel x)> moto) molo) 


o(a) [22 co (HD _ {ro(o))") dx 


{re D100) > (co)) 


Jacomina a T eg] a 


w"t(x) de — | (mete) dx 


V 


1 P 
8 { O\ x € Orel 2)émo(o)} 


>L 人 odtodz — 1 


| i 
6 B JireDo(r) mo)} 


一 广 员 fo(o)19| BL molos) (91 
— 2 (molo) o], 


因此 ， 上 me(or9191 一 二 (mo(o))oro191 


9 3 9 


本 


其 中 Cy 5 与 9 无 关 ， 


<i mol “10, 


这 就 证 明了 


取 8 充分 小 ,使 得 二 oe —— “> 0， 就 得 到 
on < c(mo(w))**®, 
我 们 看 到 定理 (2.2) 的 证 明 的 关键 是 引 理 (2.5) 或 者 第 二 个 证 
明 的 第 一 步 。 换 言 之 , 只 要 满足 引 理 (2.5) 或 第 二 个 证 明 的 第 一 
步 所 证 明 的 不 等 式 , 则 w 就 满足 反 向 Halder 不等式 。 所 以 ,我 们 
引入 下 面 的 定义 : 
定义 (2.6) 4 一 U Ap Bl oe doy 如果 对 某 个 Pp 之 1 


wE Ay, 

下 面 的 定理 给 出 了 4。 的 不 同 刻 划 。 

定理 (2.7) 以 下 命题 是 等 价 的 : 

(1) we AQ; 

(2) 存在 与 9 无 关 的 常数 < > 0 >o 使 得 对 任意 EC 
0, RA 


oE) < ( EY 


olg) ~‘\ Tol 
(3) 存在 与 9 无 关 的 常数 c > 0 和 8 > 0 使 得 对 任意 EC 
0, 有 
1B| <, (a2) 
lol ~ (tO) 


(4) 存在 与 9 无 关 的 常数 afe (0,1) 使 得 对 任意 ECO A 
[EL 
io) <A PA 


w(E) 


olg) 
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3 fa bnie oi oe | 


(5) 存在 mpe (0, 1)， 使 得 对 任意 ECO HD <a, 
都 有 


JE! 
19| 
(6) HHA 8>0,c>0, 


Toide t? (xn)dzx S ce (4. iol | oleae) 。 


证 明 ; 我 们 证 明 (1 人 (6)， 显然 ,由 (1) 可 以 直接 推出 (6)， 
为 了 证 明 由 (6) 推出 (1), 我 们 需要 下 面 的 引 理 。 
引 理 (2.8) 如 果 w 满 足 (6) , 即 吧 满 足 反 向 Halder ASH, 
则 oG@)dr 满足 双 倍 条 件 , 即 存在 常数 c, 和 c;, 使 得 
(cQ) 和 cxo(9)， 
证 明 : RECO, $ 1+8=q, N 


=l, uo (Wa < (T57 | osde) (D7 


< 83 


lol Jol 
. o(Q) JEI vq 
<< ror (a 
因此 o. 
oE) < (ELY, 
w(0) lọ] 


取 F 是 与 0 同心 的 子 方 体 ，E 一 ovr Be (JEL) = 1/200 


id 8 = aF, LRAT e Ma MB OEA, 则 


1 一 o(F) _ oE) <i 
w(AF) w(Q) 


从 而 得 到 oF) < 20(F), 
引 理 (2.9) mF o MENS) 1 十 5 一 4， Hj a, = wt€ Ay 


(ode), 其 中 方 十 方 一 1 
证 明 : 因为 -7 二 十 1 一 9。 所 以 
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alee a bg ere 
-del iy (i IT 


Ke (Jer) (“2 《9 一 1D)9 


现在 证 明 由 (6) 推出 (1)。 由 (2.9) RI wt 4y(wdx). 因 
为 odr 满足 双 倍 条 件 , 于 是 o MERA Holder 不 等 式 (对 于 测 
度 wadx 而 言 ), 即 


-f wo odr S (427, 


20) Jo (0) 
Sih PAF 1, 
这 样 我 们 有 
af lol 
iol | rae < re 


而 1 一 ?一 一 7 因此 wE dy, 即 we Ae, 
(6) > (4): 由 引 理 (2.8) 可 知 , 存在 常数 。 使 得 
1 È wwdr < eo (1E1Y®, 
pil “Se lol (ar) 
其 中 ECQ, te 是 E 上 的 特征 函数 ,于 是 我 们 有 
w(E) <e (121 y” 
o(O) lol ° 
取 o 充分 小 ,0 二 a 二 1, 使 得 co” 一 8 < 1 这 就 推出 对 于 
{E w(E) 
ECQ, 
任何 ECO AE OT <a 就 有 alo TE 
(4) 49 (5): 设 (4) 成 立 , 令 & 1 — Bf = (1-2) + E, 
则 os B€ (0, 1). skates OO <a, 则 
(9) ~ o(D\E) cig 
w(0) 
9 34 œ 


Bj 
@(O\E) 
woo) > 


aie Ol So mel —lEl >a FA 
JEI 
19| 

用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 由 (5) 推出 (4)， 
De: RIEA (2) > (4) +6) > (6) > (3). 同 
理 可 证 (3) > (5) > (4) > (6) > (2)， 由 引 理 (2.5) 可 知 (5) > 
(© 以 及 (4) > (5), 所 以 我 们 仅 需 证 明 D> (4) 和 (6) > (3)， 
HEC) >): Sam L mil eM), ME TFT <a, 


其 中 已 C 9， 那 么 就 有 < (IEL) < (>) .于 是 取 em (2) 
我 们 得 到 


<l-o<l—at——8, 


w(E) IEIY (iY a 
soy << iat) <(2) 74 
(6) > (3): 因为 (6) > 0%€ dv(odz)， 其 中 9 一 1 十 3 


所 以 o~ PER Hilder 不 等 式 
(f, (0+ ode) <e (f, oode)” ， 


w(Q) “ts 
即 
erry | (070 ade) <e G ). 

于 是 我 们 有 


IE! = | Xedx = | Xew rods 
9 Q 
inte’ shear 
< (| (w!)** ads (| zemdz) 
Q 


< cloig) n” . eL (ol E) 
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— {ol (ey, 


这 样 就 推出 


ie <c eE . 


令 8/1 十 一 5， 即 我 们 证 明了 (6) > G). 
现 证 明 (4) > (2)， 为 此 ,我 们 证 明 下 面 的 引 理 : 


引 理 (2.10) #0<a<1, ECO E IE] <= 191; 则 


存在 互 不 相交 的 方 体 {91} E E C E 一 UO. 进一步 对 每 
个 i， 
$< of =" 
证 明 : 对 8 进行 Calder6n-Zygmund 分 解 , 我 们 得 到 {9;})， 
满足 
(i) $< Xe dx < a; 


Gi) Xe, CX) dx S 六 


iat 
(ii) Xs,(x) < Š LPE ceo \U ORE FER 


们 有 
z |El < |E | S alE,l. 


(S 


现 设 (4) 成 立 , 取 Eco, 如果 E>, RIE 


lol 2” 
wm(E) <1= 2° .~ <7 iby ; 
w(0) a 2 aa\19| 


对 某 个 0< SKI 成立, SRE1 ABR 
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由 引 理 (2.10) 存在 {9}, 使 得 EC Em UO a 


因此 ，w(E, 站 0;) < polg). 从 而 得 到 w(E) < polE) A 
时 


Gi) 1E,l/190| > 
由 此 即 得 


© IEI SË. a< 
> 人 二) 
< lz 


(5) < iQ! < (3) 


所 以 我 们 得 到 E Bu +++, Ep 满足 o(E))<folEin). 最 后 
wo [Esl < (SVU 
a ($) < iol <(2) i 
m% k+ > lE, siy 
w(E,) = (Ey) 。 w(E,) | ` _o( Ey) < pra pth 
o(0) w(E,) w(E,) (Q) 8 


1 /|E, 上 
< g . 
>g (oi 


下 面 我 们 将 看 到 , 企 算 子 加 权 不 等 式 的 研究 中 , 4。 条 件 起 了 
关键 的 作用 ， 


$ 3. Hardy-Littlewood 极 大 函数 
加 权 不 等 式 


本 节 我 们 主要 证 明 : 

定理 (3.1) mE ok A,,1<p<o, 则 1 一 M(J) BL’ 
(wdx) 上 的 有 界 算 子 。 

证 明 : 我 们 定义 
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M.(f)@) 一 sup oy lf) to ly) dy. 


Tal 

我 们 已 经 证 明了 ,如 果 je Le(oax)， 则 存在 常数 “， 使 得 
MHE) < MHG, 

如 果 fE LCwax),pi > pa 则 je Life(oaxz) H IFP EL' 

因此 ， 


p/P (odz) 


p/p 


(MHI ends < oll fl lnc, 


这 就 证 明了 
fa Mrde < e |, odr, 
R R 


即 由 we A, 得 到 j> MUO) 是 Lm(wdx),p > p， 上 的 有 界 算 
子 。 再 由 we A, 可 以 得 到 me 4 -。， 从 而 证 明了 1 一 M (J) 是 
Lr(wdx) 上 的 有 界 算 子 。 

实际 上 ,我 们 证 明了 

定理 (3.2) 以 下 命题 是 等 价 的 : 

(1) vE 4,3 

(2) f>M(f) 是 强 (Lr(wdx), L?(wdx)) 型 

(3) {> MG) 是 强 (LP (odr), L?*(odx)) 型 ， 对 某 个 
e > 0; 

(4) f->M(f) 是 弱 (Lr(wdx), Lr(wdx)) W, 


§4. Hardy-Little wood 极 大 函数 的 
双 权 不 等 式 


让 我 们 回 到 $ 1 的 一 个 类 似 的 问题 : 设 1< p<, 对 什么 
样 的 权 函 数 对 (u,v), Hardy-Littlewood KRM LCR’, 
udx) 到 绊 L°(R", vde) MARAT? BU aR Co, 
v)， 是 否 存在 常数 c。， 使 得 对 于 任意 1>0 和 任意 fe Lix(R”， 
dx) \L°(R", dx), FRA SARKAZ, 
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(4.1) | de < | lfi?vax 
{x ER :M(x > ae R” À 


我 们 先 考虑 1 < p< o 的 情形 , 这 时 有 一 个 非常 简单 的 充 
分 必要 条 件 , 即 存在 常数 c > 0 使 得 对 于 任意 方 体 9, 有 


(4.2) Ga 人 var) (Gare pF ax) <e, 

我 们 先 由 (4.1) 推出 (4.2)。 令 0 是 任意 一 个 方 体 , s 是 任意 
EREE (0 +6) Te Li (RY, de), SIZE (4.1) H, 令 了 一 
(v+ e) BAT Xo 和 =h, (v + e) -FT de, D 则 DOSEtzk 
R”; M(f)@) >a}, Aik 

Í, ude <c ( 加 | (v +6) FA ax) "| (o + 8) Pi de 


=c|o|? (Í, (v 十 6) =i ax)" 
考虑 到 s 的 任意 性 , 即 推 知 (uw, v) 满足 (4.2)。 
友之 , 若 (4.2) 成 立 , 令 
1 
| udy 
Olxer) 


Mu) = sup 
(其 中 8(x,r+r) 是 以 * 为 中 心 , r 为 边 长 的 方 体 )， 类 似 于 $ 1 的 
方法 我 们 可 以 证 明 Mu (f) 是 由 (vdx) 到 Liy(wdx) WAR 
算 子 ,因此 (4.1) 式 将 由 下 面 的 不 等 式 得 到 
(4.3) MAE) < (Ma CFI?) Ce)”, 
现在 我 们 证 明 (4.3)， 令 8 是 任意 方 体 , 记 f = (fe), 
应 用 Holder 不 等 式 可 以 得 到 


Tork ila < (I, erae)” (Tha fo ae) 7 
由 (4.2) 式 ,有 
=p ays 
taile e <e Colom) (orlo We) > 


faan | fi vdy, 


its auiii sib ash cn Wee NARA Tha Ebert ote dE blie oa i e 


+ 


对 上 述 不 等 式 右边 取 sup、 然 后 再 对 左边 取 sup 即 得 (4.3). 

但 是 ,要 想 找 出 (ws v) 满足 的 充分 必要 条 件 使 Hardy-Little- 
wood 极 大 函数 是 L?f(vdx) 到 Le(ude) 上 的 有 界 算 子 (1 < p< 
co)， 却 并 非 如 此 简单 ，Sawyer 最 近 解 决 了 这 个 问题 , 即 下 面 的 
定理 (看 [3]): 

定理 (4.4) ku, v ER 上 两 个 权 函 数 ，1<p< co， 则 
下 述 命题 是 等 价 的 : 

(1) 存在 常数 c > 0 使 得 


人 AD) a de < eo [floors 
(2) 对 任意 方 体 9， 


-1 i S 
\, [IM(v ’-1X9)|Pude Se l, v Pl dy < ©, 


$ 5. 关于 4, ARETE aR 


在 这 一 节 我 们 具 休 地 给 出 4i- 权 函数 的 构造 。 首先 ， 我 们 需 
要 下 面 的 Kolmogorov ASR: 

引 理 (5.1) (Kolmogorov 不 等 式 ) 设 了 是 任意 一 个 由 LR) 
SIT MAS ORT, ETERO, DA MAER 0 < <1, 
存在 常数 cp > 0， 使 得 对 任意 有 界 可 测 集 ECR 和 任意 f € 
IMR"), 有 
(5.2) fi ITF de < cal EINAN. 
反之 ,如 果 存 在 0 < A <1 使 (5.2) 成 立 , 则 了 是 弱 (1,1) 型 。 

EW: 对 任意 0 < 8 < 1， 


\, | Tf] de = 8 i jire Ep ITHE) > asia 
< min(e lfl, (E|) aaa 


< 人 | 互 122-227 + al” aé lAl amda 
, elif 181 4 


s 40 ¢ 


= JELC EITS? + os (ell EL YU 


<e(1+—2) wien, 


& a= ehi +) me 62), 


现 设 存在 O< <1, 使 (5.2) RW, 1>0,E = {xe R*: 
ITh@®)|>2}, RSH [E| < co ， 否 则 可 以 找到 可 测 集 
序列 {1E,}sm 使 得 E, GE, |E,| =n, XB, 对 于 每 一 个 Ny 
都 有 

iin = 1h] E| < \, |T) l'de < ca lEn |f 
om com allie, 
这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 此 ，1E| <œ, 

由 (5.2), 

|T CE) |°dx < csl{r E R": | THC) | 


> apli, 


| 


但 我 们 知道 
ls ER": ITI > 141 < | www TIO 
所 以 


leR": TI) >a) < eye Uh, 
此 即 证 明了 7 是 弱 (1,1) Æ, 
定理 (5.3) 设 j(x) SO, fE Lie(R"), 0 <8 <1, Mj o= 
(M (f)())* € A. 
证 明 : 实际 上 ,我 们 可 以 证 明 存 在 常数 c 与 了 无关, 使 得 对 任 
BAKO 
Tor |, w(y)dy S cess inf w(x), 


因为 Hardy-Littlewood MAMMA (i, 1) 型 的 ,再 由 Kolmo- 


* 4) 9 


gorov 不 等 式 , 存 在 常数 c* SH, 8 无关 ,使 得 


1 5 
qhew = Tor 而 (MY) ay 


<c - | 
coy! = c (gi le OY 
然后 只 须 证 明 可 以 将 上 式 的 Re HROT. KERRE 


1 
[Theo] Mer = wa 


但 我 们 并 不 能 直接 得 到 上 述 结论 。 为 此 ,我 们 将 如 下 进行 : 
固定 一 个 方 体 0, 0 一 30， 则 Ol = 3*|81.。 RE 
f(x) = f(x)Xo(x) + f(x) (1 — Xolx)). 
于 是 MDG < M(fXo) G) + MUGU — %3)1@). 因为 0< 
6 过 1， 所 以 
(MED)? < (M(X) + (MUU — Xp) 1D)’. 
记 ol) = (M (FXp) &)), l) = (MUO — X0) 16, 
则 由 Kolmogorov 不 等 式 


1 1 
—-| w(x)dr Sec; 
ror yom? [ol 


1 SV 0 (L 
ca (gorfa) = alr EO 
< eM (AE) = esola), 
对 一 切 x€ 8 都 成 立 。 因 此 


- lor? (| R” ja ) 


Tol Í, w,(s)dx < 3 caess inf wle). 
下 面 我 们 要 证 明 存 在 一 个 几何 常数 ca 使 得 对 任意 E rE 0, 
都 有 
M UA — Xp) ) CE) < coM GO — X) G). 
S 9; 是 包含 的 任意 一 个 方 体 并 且 8; N (RAO) Ho A 
为 9: 的 边 长 不 能 小 于 dist(80, 00) (00, 30 表示 8 和 0 的 边 
界 ), 即 94 的 边 长 > 8 的 边 长 ,所 以 OCD. 这 样 我 们 就 得 到 


e 42 » 


S i n 1 í 
——- | . /1— X < — žo 
Figi ho IO — X) (dy < E Ja f(1 — Xa)(y)ay 
< 一 一 | 1 一 Xp)(0D47 < MUU — %))@). 
|O] 7% 
对 所 有 的 Qs W sup 得 
MUU — X5))() < MUU — Xo)) Cx). 


于 是 对 任意 x€ 0 
| oo < | 3lad = 3" lO less) 
< 37 |o lor), 
对 一 切 x€ O 成 立 。 由 此 得 到 
Ti Í, wly)dy < 3 ”essinf olx). 
这 样 就 证 明了 
iol \, wly)dv S 3% (cg + 1 Jess inf uls), 


从 而 推 知 we A, 

下 面 的 定理 在 某 种 意义 下 是 定理 《5.3) OER. 

定理 (5.4) Roce 41,， 则 存在 非 负 , WRT RAR f 和 常数 
c,6,0<S5< 1, (he 

ol) < (MON x)) < cul). 

H: 因为 w€ A, MA wf dpl acp, 特别 地 ，vw 
WER Holder 不 等 式 ， 即 存在 o> 0,% > 0 使 得 对 所 有 方 
KO; 


(Bronte <a fee) 
现 令 9, 是 包含 * 的 一 个 方 体 , 则 我 们 有 


Wits, 
(Ble) celain h, co 
这 就 推出 
wx) < (M(t) (x) te < eM(O) x) S colr). 
我 们 只 要 取 1 一 w'+% 和 8 一 1/(1 士 8)， 即 得 定理 。 
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最 后 ,我 们 给 出 41- 权 函数 的 一 个 特别 的 例子 。 设 p> 1,f€ 
L°(R*)H f 之 0， 对 > 0， 我 们 定义 
Ms(f) Cx) 一 (MP GD 
显然 有 x) = (M(F**)@)) 


(1) M.(f)E A 对 每 一 个 8 >> 0; 
(2) 如 果 p—l>e>od, Ml M:(f) E L?*(R"), 


$ 6，4r- 权 函数 的 分 解 


在 这 一 节 我 们 研究 4-~ 权 函数 的 分 解 。 这 个 问题 是 P.Jones 
在 1980 年 首先 解决 的 (看 [4])， 

定理 c6: 1) Rl<p<o, N w€ A, 的 充分 必要 条 件 是 
w = wo ’, 其 中 w0 E A. 

征明， 我们 已 经 在 讨论 4,- 权 函数 的 初等 性 质 中 证 明了 充分 
性 。 现 在 我 们 证 明 必 要 性 ， 

第 一 步 : 设 1<p<%， Stock 则 we 4， 的 充 要 
条 件 是 WIE A, 

这 在 4- 权 函数 的 初等 性 质 时 加 以 证 明了 。 

第 二 步 : 设 l<p<2, :一 4 一 1>1 二 十 二 一 二 定义 
u; m {M (uf) Ce) + w(x)M (wo) (rz), 其 中 u E LICR, 0 
dx) H ww > 0， 则 

(1) 存在 一 个 常数 C3 使 得 Nunll ecwan < cloillzeceee 

(2) 取 丰 > c， 并 令 了 一 me iuj, WY Vo€ Ay, VE Ar, 
这 是 因为 对 于 U), 

luira S e | (M (uj) C) ) “ode 


te jem (uo) 0) Mods =c {fu ug’) roc as 
+ [M (uo) Yat ads] < ei | ugoda 
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+c: (Cuo atte 一 上 jwocoax 

对 于 (2)， 

M(Vo)@) < > RIM (uj) (x) <k >> Ro HDY co 
i=0 i=0 


om k > Kiu <kValx), 
所 以 Vw€ 4。 另外 ， 
(M (V9) YY) = {a( Spain) 


j=0 


< J UIM (a) Ce) SD Kisja 


j=0 71=0 
=k> Kusk, 


因此 Ve A. 

第 三 步 : H1l<p<2, oC A, Mi o m a, HH ob 
wE Ay, 

令 了 如 第 二 步 , 则 

wo = (Vo) V = (Vo)( V = (Vo) (V5) 4 
= (Vo ?, 

于 是 取 o m Vo, o,=V 即 可 。 

第 四 步 : 令 1 和 pp< 0,w€ A Wooo’, HH oo 
wE Ar 

这 可 由 第 三 步 以 及 oE Ay, + 一 1 得 到 。 

推论 (6.2) oc A 的 充分 必要 条 件 是 o 一 wor KH ou 
WE As, 

除了 上 述 推论 外 , 定理 (6.1) 在 权 函 数理 论 中 有 许多 重要 应 用 
GEUN. 

4,- 权 函数 理论 在 偏 微分 方程 中 有 许多 重要 的 应 用 ,特别 是 
反 向 Holder 不 等 式 ， 有 兴趣 的 读者 可 看 [5],[6],[7],[8]。 
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第 三 章 BMO 函数 空间 


$1. BMO 涵 数 空间 的 定义 和 基本 性 质 
设 w 满 足 4， 条 件 , 即 w(x) 之 0 且 存 在 常数 c 使 得 对 一 切 
FRO 
1 -Ne 
(1.1) Gane cos od) (7 | w(x) FI dr) <c <0, 
我 们 考虑 P 一 logo(a， 并 令 p= Terl 
对 应 于 (1.1) 式 , 可 以 等 价 地 表示 成 如 下 形式 
1 rvodr 1 -7g pm 
(1.2) (Ti [e viz) (Di | dz) <ce< oo. 


由 Jensen 不 等 式 , (1.2) 的 左边 每 一 个 因子 均 不 小 于 1 ,于 
是 它们 均 不 能 大 于 c» BE 


sup 一 -一 | er odr < 00, 
0 | 


p(x)dx. 则 


© 
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(1.3) 


而 (1.3) AREF 
(1.4) sup [DT TA \, i p(x) — pol dx < œ. 


这 样 我 们 就 得 到 下 述 定义 : 
定义 (1.5) FE Lice(R")， 令 


ile = sup {2 f O -olas fo 


其 中 fo = To |, (x)dz, 


e 46 ¢ 


te enn i 


我 们 定义 BMO (AP “bounded mean oscillation” —— 4 RP 
MR) 函数 空间 是 所 有 Iila <o MRRHSK, NF ft € 
BMO(R’), EX iifile 是 的 BMO 次 范 效 ， 显 然 ， 这 样 定义 的 范 
数 是 把 所 有 相差 为 常数 的 函数 全 体 夏 成 是 BMO 中 的 一 个 函数 ， 
如 果 我 们 记 < 是 所 有 常数 函数 全 体 ， 则 BMO Mee 后 构成 一 个 
Banach 空间 , 为 简单 起 见 ， 我 们 仍然 记 作 BMO(R"?)， 只 不 过 我 
们 应 该 理解 为 , BMO(R” ) 空 间 中 的 元 素 是 在 一 个 模 去 常数 的 等 价 
类 中 。 

实际 上 ，BMO(R") RE 1960 年 首先 由 John 和 Nirenberg 
在 研究 方程 问题 时 引 人 的 (看 [9])。 

第 二 章 $5 定理 (5.2) 给 我 们 提供 了 BMO 函数 的 实例 ; wR 
f € Lic(R") BM (f)(#) = 00, Will log M(f) Ce) € BMO(R"), 进 一 
步 , 存 在 常数 c, 使 得 

| log MCF) Calle & e. | 

BR, L°(R*)CBMO(R’), 进一步 我 们 可 以 用 例子 说 明 
上 “等 BMO， 例 如 用 定义 可 以 直接 验证 iog | *i € BMO(R")、 但 是 
显然 log | zx| BL“(R*), Mine du BR 上 的 一 个 有 限 测度 , 则 


. | ， log (2 = y)du e BMO(R”), 
为 了 估计 lille, 我 们 注意 到 对 任意 上 e C, 


1 2 a aldx 
Tole lt — foldx <h, |f — oldx. 


因此 我 们 可 以 引入 

Wile = sup int |, lj —alde, 
Ti Wile 定义 了 BMO(R") 空间 上 的 一 个 等 价 的 次 范 数 ， 因 为 显 
然 有 


lille < sup — foldx = ifle. 


Tor le! 


对 于 / ERER, 0 是 任意 一 个 方 体 ， 我 们 记 so 是 一 可 一 
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[lf — alda 中 的 a 的 下 确 界 , 则 ap 应 该 请 足下 面 的 条 人 


le 9:1 >a} < 191, 
以 及 
Hze9:j < a} < 191. 


尽管 这 样 定义 的 ao 并 不 一 定 是 唯一 的 .我 们 仍 称 ao 是 “好 常数 ”. 

我 们 以 后 会 看 到 。BMO(R*) 是 LR”) 一 个 很 好 的 代替 空 
间 ， 特 别 地 表现 在 Calderén-Zygmund 算 子 有 界 性 的 研究 中 。 在 
L°(R") 和 BMO(R") 空间 中 , 都 可 以 得 到 很 理想 的 关于 函数 大 小 
的 控制 ,但 是 它们 都 没有 一 个 很 好 的 稠密 子 集 ， 下 面 的 引 理 说 明 ， 
BMO(R") 空间 可 以 通过 有 界 函 数 在 Lii(R") 的 拓扑 下 通 近 得 
到 ,这 对 于 许多 应 用 是 完全 充分 的 ， 

引 再 (1.6) 设 f€ BMO(R"), 对 NEN, 定义 

fR” >C 是 | 

tux) = fs 如 果 IOl EN, 

. N, 如 果 lI) >N, 
则 Ilk S ellfilies 

其 证 明 是 显然 的 ， 因 为 对 于 所 考虑 的 序列 Ahh Fe 
可 以 直接 得 到 ， 

O) Hll < N; 

(2) fn >f Æ Liel(R’) H; 

(3) lin — fl AIT 0, 4 N — oo 时， 

下 面 的 结果 是 BMO 函数 的 主要 性 质 之 一 , 它 给 出 了 BMO Ñ 
数 的 一 个 局 部 大 小 控制 。 

定理 (1.7) (John-Nirenberg 不 等 式 ) 存在 两 个 常数 2, c> 
0, eH fee f € BMO(R’), 


(1.8) sup TD To] -i f, ew » iz lf) 一 fol bax < e< o, 
EW: 首先 我 们 假设 f 是 有 界 的 。 则 对 任意 1 > 0, (1.8) 式 


x 48 0 


Ee 


有 意义 .我 们 将 证 明定 理 与 的 L° 范 数 无 关 ,然后 利用 引 理 (1.6) 
就 可 以 得 到 定理 (1. i BMO 函数 的 结论 。 


AG) ~ sup, qar f 2 fpg HO tol fas. 因为 


OTR” ToL 
fe L°(R’), WA AQ) < co 对 一 切 1 成 立 。 对 任意 固定 的 方 体 
Q, © E={x€O:MAf 一 fo)(x) > allflle}, 其 中 Melf) Et 
的 二 进 Hardy-Litlewood 极 大 函数 ， 因 此 , 对 于 *6 O\E, RM 
有 lf) —fol <2\fll.. Flt 


1 
E| < —— deci 
IEI < ii | IG) — tolde <4 101. 
由 Whitney 分 解 定理 ，E 一 U Oi O; 是 由 9 二 进 等 分 所 得 到 
的 二 进 方 体 ， 对 于 一 切 9 9, H lel = 2"|91|， 


1 
a | y 1O = tolde < afla. 


另外 我 们 还 有 代 计 
lto ~ tl < tH) lf — fol 
2 _ 2 an 
<del tal € iflas 
所 以 我 们 得 到 


\fo, — fol S fo, — fal + Ifo, — fol S C2" + Dila 
因此 对 于 每 一 个 2 > 0, 有 


训 ye "Ote 


wm val ie |1(*) 一 ae 


+ ig] 2, 191 ke ja = m i=) 
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— fo,| | exp tints Ifo; 一 fol | ax} 


< c2 十 eam 4( 4) o> > | Q:l 


Lap 1 iat 4(3), 
2 
Mi<l/4+2"", 
Veni 
BY oe 


推论 (19) (John-Nirenberg RER) 若 1e BMO(R’), Mil 
存在 两 个 常数 。 > 0 和 1 > 0, 使 得 对 一 切 上 > 0， 
lire O:|f@) — tol > elfllall < ce, 
这 是 因为 
|{x€ 0:|f(x) — fol Za 


= [fke 0: om gi 17) ~ fol > er} 
推论 (110) 对 于 1<P < 0, 
llis ~ Sup, lor | 1t) 一 fol tax} 
由 Holder 不 等 式 可 以 得 到 
fle < sup {=> 
反之 ,对 任意 方 体 9， 
| 11) tol Or = p |” atl eE D: IiE) = fol 


aa) < comm (1 ~ 


< ee 


rir fp O — tol tax} 


> a}|da < cp ("ate TH |Olda < cl gilig. 


这 就 证 明了 部 ae If) 一 fo1?ax < ciiz BUH, 
我 们 现在 考虑 9, C R* 是 一 个 固定 方 体 ,如 果 je LO) 且 


Mlos ~ ,TAO Vong, UG) — fona ldz < œ, 
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\ 1 
定义 f€ BMO(0,), 其 中 fono, = TOAD Jono 0%. 
BR RATAN TEX BMO(Q,), 如果 JEL'(Q) B 
证 | ro — fol dx < o, 


对 于 这 种 局 部 BMO, 我们 证 明 下 面 John-Nirenberg 型 不 等 
x. 

定理 (1.11) it f € BMO(O.), 则 存在 两 个 常数 c > 0 Mam 
0， 使 得 对 所 有 8 C 9,, 有 


HE DIO = tol >I <a ef- pi} lol. 
E: KDE lea, 一 1 且 仅 对 9 一 2, 来 证 明令 
AC) = sup ToT |{x€ Q: |f) — fol > 分， 


BR, AG) 是 * 的 减 函数 是 AOSI 对 所 有 1: > 0 成 立 ， 对 每 一 
wari, SFO, 上 以 a 为 水 平 作 Calaer6n-Zygmund 分 解 ， 
得 到 互 不 相交 的 方 体 序列 {9;} 和 集合 E, 使 得 


(1) 2 一 U 9;UE; 
(2) 14) — fol Sa 对 几乎 处 处 *e E; 
()a< IIC) — fo;l de < 2", 


由 此 得 到 


[a = one, 10) 


ray be 


fo, = foul < 2o, 
以 及 | 
2 19j| <7 PAF 
对 于 :一 2. 20, RRE, AC > 2a) 取 到 极 大 值 , 则 


4(2 . z'a) = rg Itre Q:l FCE) — fo) > 2 + 2°0)| 
一 TA | U {x € Qili) 一 加 | > 2+ 2a) 
bg 


. St o 


i 


<p> Dd) llre Oj:1fG@) — fo;l > 2+ 2%e — 2%} | 
1 

s< 一 一 x*€ 0,: 一 " 
oT že Ti Hze Oj:1fCe) —fo,| > a} 

< Tol 3 Lio] Ala) = 4 Ao), 


这 样 利用 AG) < 1NA > 0 成立 以 及 
AQ: 2'0) < + Ala), HHA a> 1 成 立 ， 


可 以 推出 存在 绝对 常数 cea > 0, 使 得 
AG) < ee, 


§ 2. Fefferman 和 Stein 的 ## 函 数 
Fefferman #1 Stein 引 人 的 非 函 数 是 证 明 算 子 L? 有 界 性 以 及 


在 L’ $ BMO 之 间 引 进 内 播 的 重要 工具 。 莫 函数 的 定义 如 下 : 
EX (2.1) 设 fE cone 我 们 定义 


PO 一 sup, Toy |p IO tolas. 
显然 , 1e BMO(R") PEALE ARE f € LR"), 进一步 还 有 ， 
Me) < 2M (NG). 


提防 数 的 基本 性 质 由 下 面 的 定理 刻 划 , 
定理 (2.2) 设 ok AL < P < 0,1€ Ll.(R*)， 如 果 inf(1， 
M(f)(#))€ Le(odz)， 则 


(23) |, (tur @ olde < ep |, (Polder, 
Booka ff EN ab PATON i 


liG) 一 geen TOT To] 


实际 上 , (2.3) 对 非 二 法 情形 也 是 成 立 的 ， 我 们 主要 想得到 


1 È 1O — tolas, 


[on UGDioe)de < ey OO 
对 一 切 o6 A, 成 立 。 
这 可 以 由 定理 (2.2), |f(x)| < Maf) (x) 对 几乎 处 处 xe R 
RUN F(x) <f*) 直接 得 到 。 
定理 (2.2) 的 证 明 给 出 一 个 运用 “好 1 不 等 式 * 证 明 加 权 不 
等 式 的 范例 。 为 此 ,我 们 先 证 明 下 面 所 谓 的 “好 1 不 等 式 ” 引 理 , 
引 理 (2.4) 设 上 是 了 "上 任意 一 个 Radon WÈ u, v 是 两 个 
FERPA w,v€ LOR"), 如 果 对 于 某 个 es < 2 和， > 0， 
a({x€ R"; v(x) > 22, u(x) Srd}) < en({x ER”; v(x)> 
4}) 对 一 切 > 0 成立 , 则 -jv <cpllell,. 
证 明 : 因为 
Re vdx = p» 2? | a n({r€ R":v(*) > 2a})de 
< 2°p f or u({x € R”:v (x) > 20,u(x) S ra})da 
+ a a? 'n({x€ R*:u(x) > ra})da 
<2? - pe | a~u {x E R":v(x) > ay)da 


十 227 人 ls 一 2ellollg + 2°], 


所 以 
(1 — 2%6)"Fyoll, < 2 elly» 
即 得 Hole < U — 226) 


需要 指出 的 是 条 件 el。 < co 是 不 可 省 略 的 。 例如 可 以 取 
u= 0,0Cx) 一 |z| 信 只 要 N 充 分 大 就 有 2-m < 2A Ae 一 2 
Mu, v 满足 引 理 (2.4), 但 显然 结论 并 不 成 立 。 

现在 证 明定 理 〈2.2)。 我 们 要 证 明 对 于 we 4, 存在 常数 
c> 0, 使 得 


e $3 o 


(1) wl{x€ R": MDE) > WA) < ray) 
< cyol{x€ R": Mad) > 2， 
其 中 2*cp <1, 

实际 上 ,我 们 可 以 证 明 

(2) | {x €R": MaG) > 2aff C2) < ra) 

<2" | {eR Mf)(#) > YI 
对 所 有 + > 0 成 立 

因为 我 们 只 要 将 集合 {x ER": MAC) > 4} 分 解 成 极 大 
相互 不 交 的 二 进 方 体 ,再 由 4 的 性 质 ， 对 于 充分 小 的 +，(1) 可 
以 由 (2) 得 到 . 

令 Q= {x € R": Ma (x) > 1},f € Lr(odr), 由 wE Ay 
我 们 得 到 o(Õ) > co(O) 对 任何 二 进 方 体 0 成 立 ,其 中 = 2, 
< > 1。 这 些 事实 说 明 O, 不 可 能 包含 无 限 增加 的 二 进 方 体 序列 ， 
因此 ,我 们 可 以 考 起 将 9 分 解 成 极 大 的 二 进 方 体 。 

显然 只 需要 对 每 一 个 极 大 的 二 进 方 体 和 任何 1 > 0 证 明 
下 面 的 不 等 式 就 够 了 . 

(2) {rE QMNC) > 2rsf8G) < ra} < 2rrl9|， 

因为 8 是 极 大 二 进 方 体 ,所 以 对 8 CO 我 们 有 

a7 So Ildiz <a, 
于 是 对 2 € 0, MK) > 22 就 推出 Ms(jfzo)(z) > 2k, XA 
HOCK. Te | Olaa 所 以 当 se9 E MNOS 


2a tt, Mal(f — fo)xo)(#) > 1 再 由 极 大 函数 弱 (1.1) 型 结果 我 
们 得 到 
{x€ O:( Malt — odzo) > UH 


< 工 if- rla < FILL. Z | lf) 
H 


— fgl dx S “le! inf fF). 
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这 就 证 明了 
| {r€ Q: (Ma — fo)zo) G) > 4, G < ra}| <2*r/ Ql, 
HT AM fe LAR")odx BS 
p pO 如 果 |f(2)| <2, 
tnsgnf(x)， 如 果 IIO > n, 
则 fa € Le(odz)。 Rt fas 可 以 得 到 加 权 不 等 式 ， BA n> oo 就 完 
成 了 证 明 。 
到 用 定理 (2.2), 我 们 证 明 下 面 一 个 关于 算 子 内 插 的 结 
R. 
定理 (2.5) 设 工 是 一 个 线性 算 子 ， 
T:L°(Q) > LQ), P 是 其 一 个 大 于 1 的 数 ; 
T:L™(Q) > BMO(Q,), 
则 对 任意 满足 p < < o W g, T È LO) > LO.) 的 有 界 算 
F, 
证 明 : AM p> 1,f€ Lr(R") 的 充分 必要 条 件 是 f" EL 
(R"), 且 Ifilo < elfi. WREX 


BO 一 sup, Tor |, 11) — folds, 


则 对 p> 1,fe LIO) 的 充分 必要 条 件 是 f8, E L’) 因此 ， 
在 定理 (2.5) 的 条 件 下 ,映射 1 一 《7 有 $$ 是 强 (P,P) 型 和 (oo ,00) 
型 ,从 而 由 我 们 在 第 一 章 中 介绍 过 的 算 子 内 插 定 理 得 到 f — (Tf)$, 
是 强 (9,9) 型 (p 二 4 < oo), 由 此 得 到 f 一 ThE.) P< 
q < ©), 


§ 3. BMO 函数 和 4p- 权 函数 的 关系 © 


我 们 已 经 看 到 , WH ok Ap 则 p= logw& BMO(R"). 一 般 
说 来 , pe BMO(R") 并 不 能 保证 ©? € Ap BERITA FERWAR. 
”定理 (3.1) 设 5e BMO(R*), 则 存在 s > 0, 使 得 UE A, 

证 明 : 因为 存在 s > 0 使 得 
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ote ie, AR ee aN MT SIE i E o oe 


eo 一 一 一 | edx = 1 | ebboyg ‘之 
roi 19 Jo ws 


以 及 


et 一 一 一 一 e 8 we l e’ 一 
0 Tol 人 ax iO] | O-body < e. 


Ga | edz) (ar | eax) 


= (Tor \, eed) Go \, oodz] <C. 

这 就 证 明了 e” € A, 

对 应 于 4v- 权 通 数 的 结果 是 : 

定理 (3.2) 设 1<p<%, 定 义 

Wl, = {bE BMO; eE A,), 

UZ ,是 BMO 的 一 个 开 子 集 。 

证 明 ; 设 oe Ap Wo €4y, HoMeh 应 用 反 向 
Holder 不 等 式 可 以 证 明 oE Ap, 其 中 6 > 0, 

BATA BEB loys 充分 小 时 ，wes A, 由 Hilder 不 等 
式 我 们 有 


tar) lo veraa} or | (web) FT ds} 


<{ he etal Co) 7 ad 
Panes rp a 


上 式 右 端 前 两 个 因子 由 ot E A, 控制 。 如 果 我 们 乘 以 。“eo H 
对 loll. 充分 小 应 用 John-Nirenberg 不 等 式 ， 则 可 以 得 到 后 两 个 


因子 的 控制 , 
最 后 我 们 讨论 4,- 权 函数 与 BMO 函数 的 关系 。 我 们 需要 下 


面 的 定义 。 
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所 以 


定义 (3.3) 设 fE LICR"), 如果 
Iso = sup, sup (fo — 1(#)) <0, 

我 们 就 称 1e BLOCR*), 

因为 lels <2ilello, PILL BLOC BMO. 值得 指出 的 是 
BLO 不 是 一 个 向 量 空间 

下 面 的 结果 给 出 了 4- 权 函数 与 BLO 之 间 的 关系 以 及 BMO 
与 乙 ” 之 间 的 距离 。 由 于 证 明 较 复杂 ,我 们 略 去 证 明 , 有 兴趣 的 读 
者 可 看 [4],[10],[11]。 

定理 (3.4) (1) MR we 4, 则 logot BLO; 

(2) 如 果 pe BLO， 则 存在 充分 小 的 A>0 使 得 

e^t € A; 
(3) WẸ oc A, H logot BLO, Ril wE A. 
定义 (3.5) 我 们 定义 ; 
s(p) = inf{s; | {x € 9: |e — pol >a} Sll, 
WHA OCR’ fli1> 0}, 
Alp) = supl A:e4”€ Aj}, 
P(p) = inf{p > 1,e% Ale %€ A,}. 

elp) Alp) MPC) 有 如 下 关系 : 

定理 (3.6) 设 p€ BMO(R’), W) 

(1) so 一 人) ~ inf lp — alle. 

(2) 如 果 P(p) < co,， 则 PC) = 1 + elp). 


§ 4. BMO 和 Carleson 测度 


Carleson 测度 最 初 是 研究 下 述 问题 由 Carleson 首先 提出 的 。 
问题 ， 对 于 怎样 的 Rm 上 的 正 测度 p， 
(4.1) f P, xf) dule) < cp 
Rit 
对 所 有 f€ LCR") 成 立 ,其 中 了 ,x*f 是 了 的 Poisson BY}, 


. 57 © 


为 了 得 到 关于 & 的 必要 条 件 ,我 们 考虑 f= 一 Xo, WAKA OCR 
的 特征 函数 ， 则 对 于 (zy)E { (x7) E Ri xE1/2Q0,0<y¥<l- 


(8)}, 其 中 1(9) 是 2 的 边 长 ,总 有 Pei) Sc>o0 & 
Õ = {(En) € RUE E 0,0 < <1(Q)} 


则 

(4.2) KÕ) < clol, 

对 所 有 方 体 8 C R* 成 立 是 4 所 应 满足 的 必要 条 件 。 由 此 得 到 下 
面 的 定义 。 : 


定义 (4.3) RMR RY 上 的 正 测度 4 是 一 个 Carleson 测 
度 , 如 果 产 满足 (4.2) 式 ,而 inf{c:p(0) < cl Ol ,对 所 有 OCR} 
称 作 是 4 的 Carleson 测度 的 范 数 。  . 

下 面 我 们 要 证 明 Carleson 测度 对 于 (4.1) 也 是 充分 的 ， 即 ; 

定理 (4.4) 如果 4 是 一 个 Carleson 测度 , 则 


|| 1P, #11 rda) < clps p57 dU 
Rat ` 
Yi <p <o Ry, 
为 证 明定 理 (44), 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 (4.5) 设 * 是 RY 上 的 连续 函数 ， 
ut) ~ supl lula] zle — El < nbsa ER", 
it e È RI” 上 一 个 Carleson 测度 , 则 
pl{ Ca) ERS: Jul, > AB) < Cw) lfe E Rr: u(x)> 
a}. RA > 0 RE 
证 明 ; 引 理 是 下 述 几何 事实 的 直接 结果 :对 于 可 数 程 盖 {9,}， 
ENTERO HH Um U 09 县 对 于 每 一 个 xe U- 


Q;,* EZETZ TO. Ha> e 
E, = {(x,v) € R3": |uCx,y)| > 2}. 


对 于 (xyy)E E2» 定义 
O(xsy) = {(Eo9) E RYE — all <y,0 <a <7} 
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i ao Mia ee ae 


Olay) = {EERIE — al) < g} 
其 中 xl] 一 ,max |e] . 则 显然 有 uE) > 4 对 所 有 EEQ). 


因此 ， 
ua 人 Bi) spCUGry)) 一 CUG(zry)) 
< 委 二 pr(O(zy)) ScEL’ ey) 
< 2%¢| {x € R*:u*(x) > 1}|. 
我 们 现在 证 明定 理 (4.4) :把 Py (x) 记 作 Poisson 核 , MR | ¥— 
z| <y, H 
PE — 1) < cP,(x 一 1) 对 所 有 +é R 成 立 ， 
其 中 < 不 依赖 于 x,* Ay, 
我 们 知道 : | 忆 * Kx)| < cM( 有 (x)。 所 以 
(P,(f))*(@) < cM. 
由 引 理 (4.5)， 
[È plan< e PDEs 
ast R” 
<e | MOGs < elif. 


这 样 就 证 明了 定理 (4.4). 

应 该 指出 的 是 ， 定 理 (4.4) 对 所 有 gpy 都 成 立 ， 其 中 pe 
S(R’), 

现在 我 们 引入 一 类 算 子 P 和 2,， 分 别称 作为 逼近 恒 等 算 子 
和 逼近 零 算 子 ， 令 pe <8(R*)， 即 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 (或 
者 Se (R*)) 且 


(Get, [oder =o, 


PDE) = GENE), OA) = DDE), 
Hh s ER 上 很 好 的 函数 ， 
我 们 可 以 直接 得 到 : 


引 理 (4.6) 如果 1€ LR"), W 
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全 lows # < coir. 


这 只 需要 应 用 Plancherel 公式 并 注意 到 
人 ISEE < cy). 


定理 (4.7) 如 果 fE€BMOCR”), W 


dp(x,y) = |9, Depa 


ERY” 上 的 一 个 Carleson 测度 ,其 范 数 不 超过 e(o. 

为 证 明定 理 (4.7) ,我 们 需要 下 面 的 引 理 : 

引 理 (4.8) 设 {€ BMO(R"),0. 是 中 心 为 原点 的 单位 方 体 ， 
则 

| Le — fool gx < cliflles 
R” 1 十 jart 

其 中 c 仅 依赖 于 维 数 > 

证 明 : WF a> 0, a0 记 作 与 8 同心 , 边 长 扩大 4 倍 的 方 体 ， 
对 任意 方 体 OCR"*， © 


Mo — hol < |, 1O 一 如 le 
2° a 
20) | |f(x) 一 hol dr < ifle. 
令 9; 一 OGEN), lla 一 1， 则 我 们 有 
| foie, 一 fo <= 2”, 


这 就 推出 
{fon, — lol < + 192". 
因此 ， - l 
14) — fo, ° |f(x) — fo,l 
人 T+ lap = 之 | itt dz 
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IEC) — fo,! s liE) 一 加 | 
+ TF pp < > 7=0 {one garm dr 


l fois, 一 加 | e 
+Í Fo ah ti D O 
Dit j=0 


+UI +1, 
现在 证 明定 理 (4.7): 我 们 只 需 证 明 对 单位 方 体 8, Cc R, 


|fig Hor 22 < Nk = ors, 

On : 
为 此 令 f= Pooh =f — hs FRAP ho, = 0. FE 9,1) 
(x) = Oy (h(a) + OE). 因此 


jeer < || ow] 


Qe RIH 


2 zdy 


TO et) | Nar OO 


— frg,| dx S elp] 200] < cP) 
另外 ,对 于 (xy)6 Ov» 我 们 有 
55 


<w] SE aan (ede 


R"9, yet 十 |x 


LOCAG@I < | |(z)| de 


R30, y’ 


U) 
R” ] 十 | z| ?+ 


O) — fig, | 
m= o(p)y | 1+ Tejon ds 


< cp)Y Iiflle. 


< clo) | 


这 样 就 得 到 


. 6] + 


0 i ee srba ee opita dakina] i 


fo, 60n 2 < ccw) ff vazas 


ĝ, Oe 
< e(p)liflk. 
定理 (4.7) 由 上 面 的 估计 而 获 证 。 


第 四 章 F 空 a 


$1. 单位 圆 内 经 典 的 H? 空间 


定义 (1.1) 设 p>0,F(z) 是 单位 圆 内 DPD= {ZEC:121<1} 
的 解析 函数 ,我 们 称 FE HCD) GOR 


mlr, F)= 4} f |F (rei?) {d9 < cc 一 oo 
2x Jo i 
对 一 切 O<r <1 成 立 ， 定 义 


. . | 
IF t= ep |" | F(re'®){?d0, 


我 们 讨论 E(D) 空间 的 一 些 基 本 性 质 : 
定理 (1.2) (M.Riesz 定理 ) 如 果 1<p<oo,fe L*[0, 2x], 
则 fe Lr[0,2x] 且 存 在 仅 与 有 关 的 常数 4 , 使 得 | 
Hi, < 4 
其 中 了 是 f AOS SE RK. BN 
70) = lim i HO — Gao dt, 


soot 


2 
证 明 : 令 u(z) = pr* Ce"), v(z) = 6, x fle?) ,其 中 Pr 和 
6, 分 别 是 单位 圆 内 的 Poisson 核 和 共 斩 Poisson 核 。 RIRE 
要 证 明 对 一 切 osr 二 1, 有 
loCre™ lp < AoluCre’),. 
首先 证 明 , 对 于 lol < 二 = > 


(1.3) | sin pl? < acosp@p + pcostp， 
Hh p> 0 不 是 奇 整数 ，a, 8 是 仅 依赖 于 ?的 常数 。 
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不 妨 设 p >ò, AA cas pus 0， 我 们 可 以 选 取 合 适 的 


a 使 得 acospp SLE p= La 的 一 个 邻 域内 成 立 . 此 时 我 们 只 


要 取 8 > 0 就 可 以 得 到 (1.3)。 否则 ， 对 于 固定 的 e, 我 们 可 以 取 
6 充分 大 使 得 Bcos?q > lal 十 1， 从 而 得 到 acospg 十 Bcos? p> 
1 > |singļ’, 

现 设 之 0 H{#0, F(z) = ul) + ivl), BR Fe) 
在 单位 圆 内 解析 且 不 等 于 零 . 于 是 我 们 有 Fle) = Re, R> 0， 
lpl< =. 因此 


i PUCET i u?dð + a 人 R? cos ppd 
0 
2x 1 2x P 
. =ef urd0 + 2ra 人 | TOLA . 
9 0 


这 是 因为 由 Cauchy 公式 
ml | G(s) dz = 过 | G(re")d6 = G(0),0<r <1, 


2ni z 
对 任意 解析 函数 CO) 成 立 。 所 以 


an i 
工人 R? cos ppd8 = G?(0), 
2aJo 


其 中 G(z) = R?e’?p = F(z), 
当 > -> 1 时 ,我 们 得 到 
人 UZET. K fra + 2xla| (+ | saa)’ 
< (6 + leili. 
因为 此 时 要 求 > 0 且 不 是 奇 整数 ,所 以 我 们 证 明了 当 1<p <2 


时 ， 
上 < Apllflly. | 
an [T edd [7 e, Ded 对 -- 切 0 
r < 1 成立, 其 中 Ars) 一 9,* e), RINS 
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lifl; < 4 用 
其 中 1<?< 2 二 十 六 一 1, 定理 (1.2) 获 证 ， 


这 个 结果 说 明 , 当 1<p < oo 时 , 若 考虑 H? 函数 的 实 部 的 
边 值 , 即 ReH’, N) ReH? 一 Le, 这 是 因为 显然 有 ReH? CL’, 
反之 , 若 fe L* 则 由 定理 (1.2) 可 知 fe L?*， 从 而 得 到 F(s)= 
Pr® fle) 十 18,* Fle) eH? A ReF(z) 的 边 值 就 是 f 所 以 
L? G ReH?, 

2 (14): 我 们 在 这 里 用 到 了 调和 函数 边 值 的 某 些 结果 ， 即 : 
如 果 u(re”) 是 单位 圆 内 的 调和 函数 且 对 1<p < %， 


2x 
axe | lulre®)| Pd Sce <o, 


则 x(re”) 存在 非 切 向 边 值 且 边 值 属于 L”. 但 是 这 个 结果 对 
P 二 1 是 不 成 立 的 ， 对 应 于 P = 1 的 情形 ,有 下 面 重要 的 F.Riesz 
和 M.Riesz 定理 . 

定理 (1.5) 如 果 | eda) 一 0 对 + 一 1,2,.… 成 立 , 则 
eT Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 ， 即 存在 he L 使 得 de= 
hdð, 

这 个 结果 不 但 本 身 的 意义 是 深刻 的 ,而 且 有 许多 重要 的 应 用 . 

例如 ,车 Fe HD), eh | 

sup | |F (re) |d0<c < oo 
- Our<l Ja 

可 知 

wy 21 (* er 
F(re®) = a 1 + r? — 2rcos(@ — t) du), 
H F(re®)— dul) 在 W* 中 当 + 一 1 时 . 

因为 F(x) 是 解析 函数 ,由 Cauchy 定理 

f eF (re'®)dO = 0, n = l, 2 


所 以 
e65。 


f ed pCO) =), a= 1,2, 


于 是 由 F.Riesz 和 M.Riesz 定理 ，A 对 Lebesgue 测度 绝对 连 
续 , 即 dp(0) = 4(0)d0, hE L', FURMBS 


F (re?) 一 二 人 pO — hdt, 
同时 ,对 几乎 处 处 6, 当 EIDE oA, FG) aCe) 
如 果 我 们 记 从 e”) 为 Fe”), W 
Fre?) 一 二 F pr(O — t)F (e”)dt, 
进一步 还 有 
[T IFC) — Fle) [20> 0, 当 * 一 1 时 ， 


这 说 明 当 Fe HI(D) 时 ,存在 逐 点 边 值 ,其 边 值 也 是 了 在 二 : 范 
数 下 的 极限 。 
现在 证 明定 理 (1.5): 用 反 证 法 。 如 果 dp 不 是 相对 于 Lebes- 


gue 测度 绝对 连续 的 , 则 存在 一 个 闭 集 使 得 | 。eadu(9) ~ 0, 
而 IEI 一 0. 

令 Em U (ass Ba), 则 U {ea <0 <P} Ute: 0E E}= 
fel: |re| < 里， 进一步 我 人 有 D) Ga 一 a) = 2x, 令 poo 


H noot}, pa > 0 BD) pn(Ps 一 mm) < co。 我 们 定义 FO): 


1) F(@+2x) = F(0); 
2) F(@) = 0,0€ E; 


3) mR a,<0<f,,F(0) = p, J 


1 — & f 一 上 Q, 
其 中 心 一 到 GB alo tr 2 (Bs + as). 


因此 ， 
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人 F(6)d0 一 xpales 
Fel 且 是 连续 函数 ,此 时 我 们 指出 jim F(0) 一 œ. 实际 上 ， 
pj 


6 
WR ACE, 我 们 可 以 选取 序列 
(1) 有 限 多 个 在 (an, pe) 中 ,因此 F(6) +> o; 
(2) 无 限 多 个 在 las, pa) H, AW F > Par par, Ar 
以 P(6) 一 ©, 


HE: Uhre) 一 Pr(6 一 DECD4e ,我们 有 DC 一 Pei， 
当 xz ~ ce? 时 * 即 0(z) 在 isl <1 上 连续 ， 此 外 我 们 还 有 
Bits) 一 B 0,(6 — 1) FC) dt, 


则 Ox) 可 以 连续 开拓 到 {an <9 <8} n= 1,2,°°°, A 
为 F€ Cae, Balin = 1,2,°°°), FOU, Ul) > 0, @ 
Ula) + i (x) 
U(s) + i (2) +1 
则 ps) 在 1z1 <1 ARRE lpi 过 1. 
如 果 IEE, WM Ul — o, 4 s — e HH, 所 以 pe 
1, 4 se 时 ， 如 果 0E, Wy 0—0 E 时 ， 
w F (0) + iř(0 
p = FO n HO I 
At, lol 二 1, 当 lal <1 而 pli) ml, 当 OEE, 这 
说 明 p(s) 在 lzl <1 内 解析 ,在 ici 一 1 上 连续 ， 着 《一 1， 
2,…， MW Lp lt 在 lel <1 解析 ,在 izi <1 BR. 因此 ， 
[plre®) lt > lope), 4r PIM AKKE-MAM, 于 是 对 
每 一 个 &。 有 


f [plre"®)]te du -> f ple) Heder > L 


p(s) 一 sizl <l, 


—l 


Sto r<l,(p (re?) t= 5 agr"e'®?, PUL 


sey 
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r 人 
ei EA SORIA AR SS: 


[prey Hella — 0, 
当 r 一 1 时 ,我 们 有 
f Lee?) ean) 一 0 一 12 
因为 p0) 一 1, 9€ E, 而 19(9)| <1, OEE, FAH +00 
时 ,就 有 
[ped Hela |, dumo 
对 任意 闭 集 E, |El 一 0， 这 与 假设 矛盾 。 


为 了 研究 H 空间 的 进一步 性 质 ,我 们 需要 下 面 的 定义 ， 
定义 (1.6) 如 果 0< iss| <1, n=l, 2, “9 无 限 乘 积 


oe 
|as} xz 一 = 


=i 20 | — Bee ` 
当 lel <1 时 ,绝对 收敛 且 收敛 到 一 个 解析 函数 ， 我 们 称 此 无 穷 
乘积 为 Blaschke HR, 
实际 上 ,因为 


Jss| xz — 2, -_ | izal + I) lel ` 
lode tieN fı + gl — na) 中 ， 


所 以 对 z 一 0， 无 穷 乘 积 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 2(1 一 24) )< 
co, WR 2(1 一 |#s1) 二 吕 ©， 则 


B(s) ~ TI (Sal | fe 一 2 


aay Zy 1— 2,2 
解析 且 18(x)| <1 对 于 isi <1 Ri. h Fatou 定理 , 对 几 
平 处 处 的 E, [Ell iimB(s) 一 B(S). 


定理 (1.7) 18(e”*)| 一 1 对 几乎 处 处 8€10, 2x]. 
证 明 : 不 妨 设 所 有 的 lel > 0， 否 则 我 们 考虑 B(x)/s*, 则 


log |B(0)| 一 >) log |z,|. 
因为 (1 — Isl) < oo, 所 以 >， logis > —o S0<r< 
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"1H rÆ iznl, am 1 2 ， 则 由 Jensen 公式 


log | B(0)| = D2) log ( 1221) 十 )+ +f log | B( re”) |do 


isal<r 2 


1 iP log | B( re*®)|d0 = 2 log -一 


He r 使 得 >) log 1/ [zn] <8, Wr 充分 接近 1, 使 得 |xs| <r, 


n=l, 2,- p. Wil. 


ifi ie 5 1 
og BC re?)\d6 > og -一 一 log 一 -一 8 


sæi E Tan | a= I \sal 
Sr 充分 接近 1 时 ,我 们 有 


1 | log 1B(re®)|d0 > 一 28， 
æ Jas 


Bp 
fim + 『 log | B(re®) |d0 > 0, 
vot 2y JJ 一“ 


但 是 B(re*®) -> Ble), r —1 时 且 log |B(re®)| <0, 因此 由 
Fatou 引 理 ,得 到 


if log 1B(c2)146 > 0, 
2x J 


MB Ble) | <1, 所 以 就 推出 log 1B(e*)| 一 0 对 几 平 处 处 6. 
定理 (1.8) 设 F(x) Æ 1s| 二 1 内 解析 , 2. F(x) HS 
点 ， [zs <1，2 一 上 2,-… 且 i 


sup log | F (re) |d9 < œ, 
èr <1 J 一 = 


则 >) A — is) <œ H FC) 一 B(x)G(x), 其 中 


B(x) = J 22) 天 一 二 


aut Za L— 553 
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AH, GO) 在 1z| < 1 内 解析 且 无 零点 . 

证 明 : 不 失 一 般 人 性 , 设 F(0) = 0. 否则 我 们 可 以 考虑 F(z)/ 
z" 进一步 我 们 还 可 以 设 当 0<r < 1 时 ,没有 ?= 满足 | zw | “m 7 ? 
由 Jensen 公式 ， 

bgiF(O = J3 tog ll + 2 ("tog | F(ret) jao, 


418 7 
由 此 得 到 


DD tog — <M — log | F(0)I, 


isnl <r EZ 
其 中 M= sap >È | log 1F(re*)1d9， 5r EX, 
& + 一 1， 对 任意 固定 的 p， 


六 ig gM- iog [F (0). 


nl | 

BD >} log PA < co， 这 等 价 于 B(s) 绝对 收敛， 再 令 c= 
F(x)/B(a), BR, G(z) 在 .1z1 < 1 内 解析 且 无 零点 ， 

定理 (1.9) 设 Fe) CHD), W Blaschke ÆR BCe) 
和 G(x)€ He, 使 得 F(z) 一 B(x)G(x), HG) 没有 零点 且 
1clar 一 1PFilar. 

证 明 : 对 任意 <l, 

if plog | F (re"®) | d9 < log 2 f | F(re!)|"d0 < 00, 


HEH (1.7) 可 知 ， 如 果 z, 是 F(z) 的 零点 ， 则 2 (1 一 |ze|)< 
oo, Blaschke EREE. & G(s) 一 F(z)/B(z)， 则 Gls) 在 


jz| <1 内 无 零点 记 Ba 一 TI lal ETE, 则 由 BO 在 


n=1 


lel <1 ARRERA By(z) > BG) ll <r <1 
him, TE 


9 .7I0 


r 


Fre”) 
By(re*®) 


f 1G(re®) |#4d0 一 lim f 
人 N -0 -2 


(REN EN, 


Gn(#) = F(#)/By(2) 
在 ixl <1 内 解析 ,因此 Gr) 是 次 调和 函数 ,这 样 对 任意 
固定 的 r<l, 
i | Gul re") |°dO < limsup f | Gu( Re )1?d0。 
注意 到 对 任意 固定 的 N， Bn(Re”)| 一 1， 当 R-> 1 时 且 收 全 是 
lim sup 六 | Gr Re) | PdO 一 lim sup 人 |FCRe*) |d0< 
co， 这 样 我 们 就 证 明了 对 任意 < 1 RIN, 
sup f | Gul re) |’d9 eo, 
o&r<i J mn 
即 
sup f \Glre®)| Pdo < oo。 
OMr<) Jam 


特别 地 ,sup | 1G(re®)|%40 = sup |" | Fre!) 1240, 
HE Jans Krell J-a 

定理 (1.9) 的 重要 性 在 于 不 但 G(x) 本 身 是 解析 的 , 而 且 log 
G(s), G°(z) 一 exp(aG(x)) 在 s| <1 内 也 都 是 解析 的 。 这 
FE, G(s) 比 起 F(x) 对 一 些 运 算 而 言 就 要 灵活 得 多 。 下 面 的 “分 
解 定 理 ” 就 是 定理 (1.9) 的 重要 应 用 之 一 - 

定理 (1.10) Fe HD) 的 充分 必要 条 件 是 存在 F, Fi 
€H(D), 使 得 F(z) 一 FiCs)RiCs)， 

证 明 : 充分 性 是 显然 的 ， 我 们 证 明 其 必要 性 。 + Fi(#) 一 
Ga), File) = B(z)G0(z)， 其 中 F(x) = B(z)G(x)， 由 定 
理 (1.9) 可 知 Fi), File) € HD) E NF lm SG) line 
WF la. 

定理 (1.11) 如 果 p>0, Fee HD), WF@ 具有 
非 切 向 边 值 ,部 存在 汲 限 

7° 


RE ED  Rsies as ose 


lim F(z)==F(e'), 
sett 
2€TO 


并 且 IRI = f | F(e)| Pdo, 

证 明 : F(x) 一 B(z)G(z), 其 中 Ble) 是 Blaschke RR, 
G(s) 解析 且 无 零点 ， 同 时 ， IF lar = Gla. 现 令 Ga) 一 
Lála)’, 则 he H', #E 

lale timsup | Aro) ldo — f" 1e") a0, 
因为 4 有 非 切 向 边 值 ,所 以 G(x) 有 非 切 向 边 值 , 当 x 非 切 向 趋 于 
ec 时 Bz) 一 了 (cec%)。 于 是 我 们 得 到 F(x) — Ble) Glee”) = 
F(e®) H 

UF lgo ~ UG Nte 一 Telo ~ alles = ("aCe") 120 

一 人 1Gcet*yitaom|" 1 Pet) 140, 
我 们 需要 特别 指出 ,如果 F(x) 关 0， 则 对 有 几乎 处 处 ge 10, 
2z1 有 Fle) 关 0， 这 是 因为 如 果 
sup f | log |F (re”)||d0 < oo， 
<r<l Jox 
则 Fis) = B(2)G(s) H 
sup f | log | G(re®)||d0 < oo。 
由 G(x) 无 零点 推出 log 1G(s)1 是 调和 函数 。 BH Fato € 
理 ，log 1G(e*)| EL 上 '， 同 时 
= ex 1 a2 e" + z 
Ga) = ew {2 ("+2 o}, 
Hh SREB. 于 是 10) 一 (4) 一 ue), ORE R 
单调 非 增 函 数 , 因此 
G(2) mn Gi(z)/ G3(2), 


sh Goan |! ("Cts wa， cea 无 零点 县 


ee 


e723。 


1G4(2)1 委 1， 从 而 可 知 Gle) 存在 , 且 Gale?) 闪 0， 这 样 就 
证 明了 Ge?) 一 Ge%)1Ge2) 存在 且 不 为 0， 即 对 几乎 处 处 
G€(0,2w], Fle?) = Ble )G(e) ae 0, 

上 述 定 理 说 明 非 切 向 边 值 唯一 地 决定 了 F(x)， 但 是 此 事实 


对 于 F(x) 的 实 部 而 言 是 不 成 立 的 ， 例 如: Fe) 一 一 一 二 
€ HD), 1/2 <p < 1。 这 可 以 由 下 面 的 估计 得 到 : 


1 
F e . 
| lsh 
2, 如 果 ixi < 1/2; 
1z| 
2， 如 果 ix 一 1<1/2; 
Ix — 1 
_ 2 <— 1 3 
isle = 11° mR rs RTRT 


因此 
十 oo 
全 | F(x + iy) \edx < co， 对 一 切 y > 0, 
F = + 一 二 一 当 x0, r æl 时 , m FC) 的 实 部 


除了 zx == 0 和 zx 一 外 均 趋 向 于 零 . 
实际 上 ,我 们 只 能 考虑 其 分 布 意义 下 的 边 值 , 即 
lim ReF (2) 一 5 一 5 在 2 CD) 中 ， 


其 中 5 为 “Dirac” 函 数 ， 
定理 (1.12) 设 Fe HD), M 


tim ("| F (re) — P(e) 1700 = 0, 
证 明 : 我 们 有 F(x) =BG), Hp Gia) cH HES 
点 ， 于 是 
| iF (re?) — F(e%") | 940 
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ais: ah TE 
ee Se pes: snmp 


< | IBOD Gre?) — Gle) [Pas 
+ |" 1B(re®) ~ BEP eeey rag 
< | cuem — Gle) 740 
+ |" 1B(re*) — Bles) lel GC) eae. 
由 控制 收 和 定理 ，| ”1B(ree) 一 BCG eda ->0， 当 
" 一 1 时 ,因此 我 们 只 需 证 明 : 如 果 Ge HD), G) 无 零点 则 
lim 人 |G(re#) — c(eo)lrae = 0, 
如 果 p >l, 因为 G(re*) = À |" PO — Glas (H 
别 当 Ge tt) ROA 
tien | | Gre!) — GC) 140 = 0, 


如 果 1/2<p, & Gi(z) = G°), A Gi) e H?(D). 2p> 
1, RITE 


f [G(re®) — Ge) |?20 
一 | Giro!) ~ GCP GiCr e) + Gie) | 248 
P pa 
< {| laire) — Ge) 2} 
x {f 1G(ree) + Gile) |40 y 
pre 网 
<: il |Gi(re'9) — G,(e'*) |40 } +0, 4r] 
it, 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 p > A 时 结论 成 立 。 重 复 证 明 就 可 
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人 | 


UE p>, 时 结论 成 立 ,从 而 证 明了 对 P> o Mf 
HRE 
$2. 共 斩 调和 函数 系 和 ” 维 欧 氏 空 间 上 的 H? 空间 
由 四 我 们 知道 ,如 果 Fe CRY), Bi 
IF le = 人 FŒ) ldr, 


其 中 F(x) 一 lim F (x + it) = u(x) + ivl), o(x) 是 u(x) 的 
Hilbert 变换 , 邵 


v(s) = cim| uly) - dy. 


wr) ls-yt>s x — y 
这 样 ， 通 过 边界 值 我 们 可 以 把 H 看 成 是 LR) 中 所 有 那些 使 
H(f) E L'(R) 的 函数 7 的 全 体 , 即 
AY(R) = {fe COR):BCDe L'R)}. 
, 把 这 种 思想 推广 到 高 维 欧 氏 空间 ,就 是 Stein-Weiss ” 维 欧 氏 
空间 上 的 H? 理论 . 
研究 一 维 哆 民 空 间 上 的 H 理论 的 基本 工具 是 Blaschke R 
W, m Blaschke 乘积 依 帧 于 解析 函数 零点 孤立 性 这 一 重要 性 质 ， 
显然 ,这 个 性 质 并 不 能 推广 到 高 维 ， 发 展 H? 理论 的 另 一 条 途径 是 
利用 log |F(x)| 和 FG)? 在 少 > 0 时 是 次 调和 函数 ,而 次 调 
和 函数 有 一 个 极 小 调和 控制 ,这 条 途径 是 发 展 # 维 欧 氏 空 间 上 He 
理论 的 主要 出 发 点 ， 为 此 ， 我 们 必须 引信 人 适当 的 “ 共 固 ”意义 。 先 
看 一 维 情形 , 设 u(x, y) 和 v(x, y) 是 调和 函数 且 满足 Cauchy- 
Riemann 方程 , 即 
By = Uyg Uy = — Ugs 
则 存在 一 个 调和 函数 4 使 得 (4, 7) BA 的 梯度 , 即 
v = hys, u= hg. 


SF HT BRE E RWB E——AWR, 
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这 就 是 我 们 的 出 发 点 . 
现 令 F= (ús ta 3 Un) Èn 维 欧 氏 空间 上 的 调和 函数 
系 , 了 称 为 共 姚 调和 函数 系 ， 如 果 忆 是 一 个 调和 函数 上 的 梯度 , 即 


Wi(x) = À as), 1 一 1，2， .1 
Ox; ， 


于 是 我 们 可 以 引入 下 面 的 定义 : 
定义 (2.1) 设 F= (4, ba tn)» wi 是 R" 上 实 值 调和 
函数 《一 1, 2,---,2), RMF ETHAN ERA, UR 
Ou; Ou ~ 04 i} 
D oy, 0; Ax; ax; » £], 
同时 定义 
Iri = {Sow 
显然 对 于 pol, |F| 是 次 调和 函数 ,而 对 于 p <1, 我 们 
要 证 明 : 
定理 (2.2) 如 果 p> AA, wl 1F1? 是 次 调和 的 。 
FEW: 设 F = (us utta Un) E—TERAM BRA. 4 
证 明 |F1? 是 次 调和 的 ,只 需要 证 明 AFI) 之 0。 我 们 引入 记 
号 


n 
F. Gm +e tün’ o = D un 
‘xt 


其 中 G = (Vis Vitta Va). 
G =n (22 Ou, eee 220) 
Sk ax, an,’ 9 Ox, le 


显然 ， E G P) = Gat FEG: Pep 因此 
Xk 
O |F| ~ 0 (F. F) m p|F lO Fy F), 
Ox, Ox, 
a? B ， 
|F|? = — 2) |F| CF. e F 
as F! p(p — 2)\ F| CE ae F) 
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士 el FP ALF. + (Fs, ° F ,,)}. 
村 是 我 们 得 到 


AIF IP) = p(p DIFE (Fe, FY 


+ p|F |e? 之 [Fal 
4e<4it,in FCs) 一 0 则 没有 意义 。 但 此 时 因 1F1? 0, 所 
以 次 调和 函数 的 性 质 仍然 成 立 .我 们 仅 考虑 P(z) 关 0, 当 1 < p< 
2 时 (因为 ?之 2 时 是 显然 的 ) ， 
(Fat FPS Fa IFI, 
所 以 


ACF YP) > p(p — 2) Fl?" Dy Fa IFIP? 
k=1 
+ pl F\?? >) | Fel? 
kaj 


= plp — DIFP E Fa = 0. 
kal 


为 证 明 当 p> 对 一 和 时 有 同样 的 结论 ， 我 们 需要 下 面 的 引 


n — 1 
=, ` 
引 理 (2.3) 设 


dy în “ . ， din 
“(> ay °°" 3 
úm ben ce? Ban 
是 一 个 aX aH, Sau 一 0， 令 


m= sp mls lelle len?) > 


dako PARAGA l t 


ed 


则 mlp < ZTE ihal 


n 


EA: 一 般 地 我 们 有 Nel? < |ia], AID) aum 0 
i=l 
我 们 可 以 证 明 (2.3) 的 结论 。 不 失 一 般 性 , 设 


0 An 


网 WIP manta, 5), Ilm l= Dyas BD) tem 


0, KARESE 4 < 2=1 (5 x), 


n 


AID ui < -D(X u) > aS 
isk ry: 


u-(> a) <(n—1) Dase- 2a HDA, 


ik 
从 而 
v< nel > B 
i=l 
引 理 证 毕 ， Bu 8 3 
u Ou ... Ou 
现 令 Ox, ax,’ Oxn 
m = : ee 9 
Ou, Otte Ou, 


Bx On …: Br, 
则 ACEI?) = plp — 21F [Pt ma 十 四 FI F 
是 AC FI?) 之 0 等 价 于 |F |77] | fm] | Cn AM 
即 


lmPP< 7) Ial PIEI 


-e 78>» 


这 只 需要 证 明 


, 1 | 
limi? < m a 
Imi? < ~+ 1l% 


一 时 上 式 成 立 ， 而 这 等 价 于 |mj< 


n 


为 此 只 需要 验证 p = 


ML ml |, 


下 面 的 例子 说 明 p= “一 是 不 可 能 再 改进 了 。 


n— 
令 F (x) (2, Byes, z), 
Hoth r= (ai HiH o +h), n3, MEE roj2 — 0 
R, Mit FEARANN A ,但 是 
AC| Fl?) = (1 — a)p[la 一 2) + (1 — 2p] rear, 
那么 由 A(IFI?) >0 推出 a) + pla) 20,8 pa 


n—2 


n— 1 ° 

AMR NRA AMA Stein-Weiss 解析 函数 ， 

定义 (2.4) 如 时 F(x, y) = (u(x, y) u(x, y)» “9 Un(Xs 
7)) 是 定义 在 R?” 上 的 共 轿 调和 溯 数 系 , 我 们 说 Fe H?(R4+')， 
如 果 


sup (| | IFC, p)ar P < A < 00, 
y>0 R 


对 于 满足 上 式 的 我们 定义 上 一 sup | ,1FCx57) Ita, 


为 了 研究 HR") 的 性 质 ， 我 们 需要 下 面 有 关 调和 控制 的 
一 些 结果 。 

引 理 (2.5) 如果 S(x,y) 之 0 是 定义 在 RY 上 的 次 调和 函 
数 且 满足 


( (Sle, dr < er < 0, 
-R . 


其 中 l<g<o,e 是 与 y 无 关 的 常数 , 则 S(x,y) < cy 4 HE 
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—$ me 0<ecy<i/s, 则 S(x, y) — 0, 当 [r| 一 co 对 
?7 一 致 。 
证 明 : 因为 Se, y) 20 次 调和 ,所 以 


1 
S < 一 一- 一 一 | S 
(x, y) < BG. f, bean (2, t)dzdt, 


其 中 B(r, y) ERY" EA (esy) 为 心 ， T y 为 半径 的 球 . 由 
此 以 及 
sup |, (Slr, y)|%dx Kc? << O, 

即 可 得 证 ， 

引 理 (2.6) 如 果 x,y) SOE RM 上 的 次 调和 函数 且 

[a les Drd < 4 < 00, 

则 s(x,y) 有 一 个 调和 控制 , 即 存在 R 上 的 调和 函数 me, y> 
s(x y), ER 

(1) 如 果 4> 1， 则 m(x,y) 是 一 个 LR) 函数 的 
Poisson 积分 , 且 f(x) = lim mlz, y) EBAR L? 范 数 意义 下 收 
i, | 

ils <¢ = sup | {s(x y) jadx。 

(2) 如 果 4 一 1， 则 m,y) 是 一 个 有 限 测度 的 Poisson 
积分 , 

引 理 (2.7) 设 ulr, y) BR 上 的 调和 函数 ,又 设 ECR" 
可 测 , 且 对 所 有 (esy) ETs(z),zEE, lulz, y)| <M < 一 oo, 则 
极限 imw(z, y) 对 几乎 处 处 = € EE 存在 , 

引 理 (2.7) 是 Calderón 关于 调和 函数 边界 性质 结 果 的 一 个 
特例 ， 由 于 (2.6) 和 (2.7) 的 证 明 较 长 ,我 们 在 此 略 去 ， 有 兴趣 的 
读者 可 以 看 [12], [13]. 

为 了 研究 HR) 空间 的 边界 性 质 ,我 们 引入 下 面 的 定义 。 
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定义 (2.8) 设 Fhe, y) = (ulr, y), mlrs Y) RER 
7))， 如 果 存 在 G(x) = (w), wle) -ts wn《x))， 使 得 


IFC) — EN =|, IFC y) — GC) Pas 


当 y > 0 时 趋 于 0 ,我 们 称 GCx) Æ F, y) 当 y — o h LER 
收敛 意义 下 的 极限 
如 果 u(x, y) > wi《%) 对 几乎 处 处 x€R’, i= 0,1,-+-,0 
成 立 ,我 们 称 G(x) 是 Fle, y) 在 ?一 0 时 逐 点 收 伍 的 极限 ， 
特别 地 , 我 们 记 作 G(x) 一 F(x, 0),， w(x)=wm(x, 0),*…， 
Wale) = ua(x, 0). 


定理 (2.9) 设 FeR”), p > 2L, W 


lim F(x, y) = F(x, 0) 
yro 


对 几乎 处 处 的 ER 存在 . Hp > 了 二 工 , 则 F(x,0) 是 F(z， 


y) 4y 一 0 时 Z? 范 数 意义 下 的 极限 。 

定理 (2.9) 可 以 直接 应 用 引 理 (2.6) 和 (2.7) 得 到 。 RAM 
节 可 看 U4], 

对 于 Stein-Weiss HI(R4*!) 空间 中 的 函数 , 还 可 以 用 奇异 积 
DKA BKE, 设 Stein-Weiss 解析 函数 F(x,y) 在 RA 
上 充分 好 , 则 w(x) 可 以 表示 成 u) = Rilw](x)， 这 里 Ri 为 
R" LÆ; 个 Riesz MR, Fi 


Ri(f) = 1*c, 


er i 1, 2,..*, 2, 

特别 地 ， 通 过 边 值 我 们 可 以 把 HR) 函数 看 成 是 L'R”) 中 

使 R(f)€ A(R"), i= 1, 2,--+5 nx， 的 隙 数 的 全 体 。 
另外 ,还 可 以 通过 下 本身 的 非 切 向 极 大 函数 来 刻 划 HR), 

为 说 明 这 一 点 ,我 们 讨论 RY 上 连续 并 且 有 界 的 调和 函数 u(x， 

y), WÈ ax. y) “可 以 表示 成 为 它 的 边 值 函数 f(r) = x(x, 0) 

的 Poisson 积分 ; 


pg 。， 


u(x, y) = f* Py Cx} 
因此 
u* (x) < cM (f)Cx), 
BEH PLAYA u(x, y) AMAR u= fxP, B 


sup | ju(x,y)|?dx Se < œ, 
y>0 JR” 


一 般 地 讲 也 不 能 得 到 w*(x) < oo 对 于 几乎 处 处 的 x ER” RY, 
这 是 因为 Hardy-Littlewood RKAMRMAE L* LARA Oces 
1). WER F fe Stein-Weiss 解析 函数 且 Fe HR), 那么 对 于 1 


a>0,a22—!, 有 AF) D0.8) [Fle 是 次 调和 的 .将 


引 理 (2.6) 用 于 函数 C(x, y) = IFC 7)|", 注意 到 | GME. 


y)dx 所 co 对 一 切 y》 > 0 成 立 ,可 知 存在 函数 h(x) € LYR”), 
使 得 


G*(%) < cM (h) Ce). 

由 于 1/c>1,M 是 LW(R") 上 的 有 界 算 子 ,所 以 M (A) € LCR”), 
从 而 推出 G*e LY(R*) 即 F*(x)€ LR"), RAAH, EF 
是 Stein-Weiss f pr AHH F*e LR”), DF e HR"), 
此 Stein-Weiss 解析 函数 F e H (R1) 的 充分 必要 条 件 是 FFE 
LCR”). 

一 个 自然 的 问题 是 我 们 能 不 能 不 依赖 于 函数 的 解析 性 质 ， 直 
搂 去 判断 一 个 调和 一 数 是 否 是 一 个 H 函数 的 实 部 ， 即 ReF 一 
u(x, y), HH FeR) 或 者 等 价 地 说 ,* 是 一 个 共 妃 调和 
函数 系 的 实 部 , 即 下 一 (zx(z，y)，m(x，》)，…，wn(xzsy))， 这 就 
是 下 一 节 我 们 要 讨论 的 17? 空间 的 实 变 刻 划 。 


$3. H? 空间 的 实 变 刻 划 


本 节 的 主要 目的 是 利用 A? 函数 的 边 值 的 实 部 来 刻 划 H 空 
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闻 。 对 于 一 维 欧 氏 空间 ,这 个 问题 最 早 是 由 M. Riesz 研究 的 ,他 
首先 证 明了 Wles Alil 1< P<, 从 而 说 明了 PO 
poo) 等 价 于 L’, WEZ, 对 于 1< <o, MRR H? 
空间 函数 的 边 值 的 实 部 来 刻 划 Hr， 那 么 只 需要 其 边 值 函数 的 实 
部 属于 Le, 

设 FE H?(D), 1l< po, wu 是 的 实 部 ， 则 w 的 边 值 属 
F Le 又 等 价 于 


sup f |u(reis)|?d0 < co，1 < pm, 
ogrel J -x 


对 于 ?入 1 的 情形 ,我 们 已 经 看 到 ，F € Hr? 的 充分 必要 条 件 
是 F*eL?, 但 是 如 果 我 们 仅仅 用 解析 函数 (对 于 # 维 欧 氏 空间 
应 理解 为 Stein-Weiss 解析 函数 ) 的 实 部 ， 即 调和 哨 数 去 刻 划 H? 
空间 ， 一 个 平凡 的 结果 是 : 如果 F=w+iv€é H?, 则 w*€L?， 
这 是 因为 ut) < F*(x)。 但 是 能 否 由 ute L? 推 知 “ 是 解析 
函数 Fe H? 的 实 部 呢 ? 这 个 问题 直到 1970 年 才 由 Burkholder, 
Gundy 和 Silverstein 解决 ,他 们 证 明了 当 # = 1 时 ,如 果 u*€ LP, 
则 # 一 定 是 一 个 H? 函数 下 的 实 部 ， 这 就 是 A? 空间 的 实 变 刻 划 。 
值得 注意 的 是 ， 他 们 是 用 概率 论 中 关于 布朗 运动 的 方法 加 以 证 明 
的 。 下 面 我 们 给 出 这 个 结果 的 一 个 纯粹 分 析 的 证 明 。 
定理 (3.1) 设 w(x,y) ER 上 一 个 实 值 调 和 函数 且 
u* e LI(R), Wl u(x, y)=ReF(x, y), 其 中 F(x, y) € E(R}). 
TE. WE ADO, eC M Ime>0, 记 ul) =ulz+ih). 
因为 ual Su* 以 及 welt, AU mi 和 cc<% 对 一 切 
A>omy, + 


-1 tot 
ve) x 三 (x — 1) + (y — hY us(t) dt, 


其 中 uG) 一 ul t ih) 是 uC), Imz >0 的 边 值 ， 
我 们 要 证 明 ule) + ivl) = ulr, y) + iv(x, y) € CRY), 
为 此 ,我 们 先 证 明 
B lvsCx)|adx < 4 全 u®(x)dx 


对 每 一 个 上 > 0 成立, 其 中 ve) = v(z t 六)。 实 际 上 ,我 们 将 
证 明 一 个 更 强 的 结果 : 
全 lora de <4 人 ux¥ (x)dx, 
其 中 uf (x) = sup ju(r + i(y t 8))|. 
这 是 因为 a) <), E | dr < o, 我 们 有 
B lule + ih) | dx < 00 
对 一 切 A> 0 成 立 , 因 此 ,由 引 理 (2.5) 知 


lu Ca)! <<. lmz > 0, 


于 是 


十 oo 
| [us(x, y) Pdr < ce, < 00 


对 一 切 y> 0 成 立 。 这 就 推出 
全 [valx, y) dx < ch 


对 一 切 ? > 0 RIT XA va FE ua AY Poisson 积分 。 由 此 得 
出 u + ivc (RL) 对 一 切 4> 0 RAZ, 

PR ual) + ivre) = a(x, y) + ivg(z. y) Æ Inz 之 0 
上 是 连续 的 且 当 > 一 co 时 趋 于 0 。 这 是 因为 


+o 


us(2) + inla) 一 if 一 1 ndt. 


x J-»g — t + ih|2 
对 任意 1>0, > 
m(2) = | {re R:uf(x) > a}, 
(A) = [{x eR: |n) > A}. 
我 们 将 用 m(4) 来 估计 ulh). 记 2, = {x€ Rafe) > 1}, E= 
R\@,, 则 121| = m(4) H 
wd) < | {xE Er: |o) > a}| + 19| 
= m(1) + {xe Ea: lanl > api. 


e 84- 


因为 9, 是 一 个 有 界 开 集 ， 所 以 O 一 Yl 其 中 凡是 互 不 相交 
的 有 限 开 区 间 。 


T, 


QT = UT GE Ti 如 图 ) 是 以 Ji 为 底 的 上 三 角 , 于 是 函数 


x= Rez 当 z 沿 7 的 正方 向 移动 时 是 增加 函数 , 因为 ws 十 ine 
正 (R4)，9: 有 界 所 以 了 有 界 。 再 由 Cauchy 定理 


| [us la) + iv,e) Pee 一 0. 
比较 两 边 的 实 部 我 们 得 到 
| (4, v3)dxr + 人 (ui — v4)dx —2 f, uyv,dy = 0, 
对 于 每 一 个 Tk， 由 dy = idx, HLL 
|2 f, uvady| < Í, (E7 + vi)dz, 
因此 
| vids < | ude + 2 | udr, 
A A T 
但 在 每 一 个 Ti 上 ,我 们 都 有 Iuslz)| Si, RA 
| vidx < | uridx + 22 | dx 
By Ey T 


- | utidx + 22m(2) 
4 


*1(n)dx+21? |{x € Riuf (x) > 1}| 


= | eatin 
一 f sm(s)ds 十 2¥m(à), 
这 样 我 们 得 到 
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lse Eslvae)| > 对 | 和 二 |。lwmpax 
R 


< L |. sm(s)ds 十 2m(A) 
2? Jo ? 
BU 


p(X) < man sm(s)ds + 3m(A), 


最 后 我 们 有 
[lead Ide = [eda 


< 人 2 | sm(s)ds + 3 | m(a)dd 


一 人 s (7 4 dh ) m(s)ds + 3 站 m(A)dh 
wo +o te 
_ | m(s)ds + 3 全 už (x)dx == 4 全 uk (s)dx, 
定理 (3.1) Rik, 
我 们 现在 给 出 H? 空间 的 实 变 刻 划 ， 
定义 (3.2) 设 w(x,y》) 是 Ri” 上 的 调和 函数 ,我 们 称 we 
H'(R3'), WẸ u*e LP?(R*)。 此 时 定义 lulla = |le* ll. 
为 了 给 出 H? 空间 其 它 的 等 价 刻 划 ， 我 们 需要 引 人 FERA 
助 函数 。 
定义 (3.3) 设 w(x, +s) 是 RY 上 的 调和 函数 , 记 
vate D= Do | Ae + |e 
REX «HY g- 函 数 为 
oo a/a 
NE) = [È Iwate, [eae Y”. 
定义 “的 S-AR 
1/2 
S ={ || Ivu dhe-rayar ， 


Toelx) 


Sh oS te RE i i cos | 


其 中 L(x) = (Cyt) € R3”: |x — y| < at}, 
定义 2 的 gt- 函数 为 
st(u) (s) = f |. ue (n) | vu(y, dyd}. 
下 面 的 结果 给 出 了 H? 空间 的 另 一 个 等 价 刻 划 。. 
定理 (3.4) we HR )AIFED REE s(u) € LIR"), 
HH z 一 co 时 u(x, 4) -> 0。 进 一 步 还 有 
llla ~ 外 (Ce 
该 定理 的 证 明 用 到 实 分 析 中 十 分 精细 的 估计 技术 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参看 [15]。 
作为 定理 (3.4) 的 推论 可 以 得 到 : 
推论 (3.5) «ve H (RI) 的 充分 必要 条 件 是 2(w) € L'R”), 
E u(z, 4) 一 0， 当 # 一 00 时 。 进 一 步 还 有 
lula ~ llela). 
这 个 推论 可 以 由 下 面 的 引 理 和 定理 (3.4) BESS, 
引 理 (3.6) hee Ri 上 的 调和 函数 , 则 对 于 0 <p o, 
lsC) ll ~ lece). i 
引 理 (3.6) 的 证 明 依赖 于 调和 函数 的 性 质 , 其 证 明 可 见 [15]. 
我 们 还 可 以 得 到 H? 空间 的 另 一 个 极 大 函数 刻 划 。 
定理 (3.7) wé HIR) 的 充分 必要 条 件 是 ute LR"), 
其 中 u* (x) = sup lalz, 1)|， 进 一 步 还 有 


lala ~ zl， 
定理 (3.7) 的 证 明 可 以 由 以 下 引 理 直接 得 到 ， 
BIM (3.8) iad Ri++ 上 的 调和 函数 , 则 对 于 0 <p < co， 
a>Qd, 
lth ~ 人 el， 
这 个 引 理 的 证 明 可 见 [15]. 
我 们 曾经 指出 ,“ 解 析 的 ”H? 空间 中 的 函数 ,尽管 在 逐 点 收 但 
和 范 数 收 倒 的 意义 下 ,存在 边 值 函 数 ,但 是 对 于 实 部 而 言 并 不 -- 定 
存在 恶 点 收敛 或 范 数 收 倒 意 义 下 的 边 值 函 数 ， 而 是 在 分 布 意义 下 
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存在 边 值 。 那么 对 于 实 的 H? 空间 是 否 存在 分 布 意义 下 的 边 值 函 
数 呢 ?下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 
定理 (3.9) 设 uc HP(R4"), W lim u(x 54) = f(x) 依 缓 增 
广义 函数 意义 下 存在 , 即 对 于 任何 pe 7R’), 
in | ,uxs paar = ,fp Cdr. 
证 明 ， 实 际 上 我 们 将 在 更 弱 的 条 件 下 , 即 
sup | a lulz, t)|?dx < 00, 
t>0 JR 


推出 定理 (3.9), 
显然 , 当 P> 1 时 结论 是 成 立 的 。 我 们 不 妨 设 0 <P < 1， 令 
uslz,t) = u(x,t + 8), 8 >00., 
则 由 引 理 (2.5) 可 知 
sup | Niobes Dar < sup |, Neola Ol? lle, Does 


Pup) 


< (45) 9 sup | |ug(x, 2) |Pdx < œ. 
t>o JR? 


这 说 明 us 是 有 限 测 度 的 Poisson 积分 ,而 此 有 限 测 度 是 slr, 2) 
当 e 一 0 时 的 弱 极 限 。 因 为 a(x, 0) = ulr, 5) A) RMR, HM 


以 
dak, 1) 一 fo(E, 0)e 5", 


即 
ACE, 十 8) 一 AlE, OJETE ame (Bem, 
其 中 AE) 是 连续 函数 . 又 


aea K | | Jute, idea", 


Ld 


于 是 (AD) <A, N =a (4—1). Rit 


[is Mes ode = |, ACENTE. 
所 以 tmw(z， 1) 一 jz) 在 分 布 意义 下 成 立 ,其 中 了 是 缓 增 广义 函 
Ha. Ww Fourier 变换 ,从 而 f 亦 是 缓 增 广义 函数 。 
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Samna he ee aji o d Sa wre 让 


特别 值得 指出 的 是 边 值 了 唯一 地 确定 了 u 因为 若 f 一 0, 则 
um 0, i 

这 个 定理 向 我 们 提出 了 一 个 问题 : 能 不 能 用 缓 增 广义 函数 的 
性 质 来 刻 划 实 的 空间 ? 即 能 否 找到 使 了 是 实 H? 空间 的 某 — R 
数 在 其 分 布 意义 下 的 边 值 的 充分 必要 条 件 ? 这 个 问题 也 说 明 Poi- 
sson 积分 在 刻 划 实 的 H? 空间 时 并 不 是 必要 的 。 下 面 的 定理 给 出 
了 上 述 问 题 的 完整 回答 ， 

定理 (3.10) 40<p< %0, HEA (RK), 下 述 命 题 是 
等 价 的 : 

(1) f(x) 一 sup if¥ pelx)|] € LICR”), MHF pe A(R”) 


且 | „ PO dx = l; 
R 
(2) fals) 一 Sup le ply) | € L?(R"), a > 0,9 如 (1); 
(3) G(f)(%) = sup f$C~) € L°(R"), 

其 中 


ot 
a? (x) 


Af = {pe F(R): |, ede #0 
且 
f (1 十 lei ( E ‘) dx < ih 

N, ERAT p RRR n 的 常数 ; 

(4) fC) = im al) (在 分 布 意义 下 )， 其 中 we HH 
(RE), 

定理 (3.10) 的 证 明 可 看 [15]. 

现在 ,我 们 得 到 了 He 空间 的 完全 实 变 记 划 。 以 后 如 不 特殊 说 
BA, He 空间 均 指 满 足 定理 (3.10) WE ER). 

$4. H? 空间 的 原子 刻 划 


我 们 虽然 在 $3 得 到 了 HP 空间 的 实 变 刻 划 ,但 是 对 He 空间 
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中 的 分 布 构造 并 不 很 清楚 ， 本 节 我 们 将 证 明 ; H 空间 中 的 分 布 
是 由 其 基本 王 数 (以 后 称 作为 原子 ) 作为 生成 元 而 得 到 的 , 即 Hr 空 
间 的 另 一 个 实 变 刻 划一 一 原子 He 空间 。 为 了 说 明 这 一 思想 ,我 
们 考虑 下 面 的 问题 ， 能 否 给 出 一 组 简单 的 条 件 以 判别 一 个 分 布 其 
至 是 一 个 函数 ， 是 否 属于 H 空间 ?为 此 ,我 们 先 承认 在 $6 将 要 证 
明 的 一 个 重要 定理 : 钱 (R") 的 对 偶 空间 是 BMO (Re), BNA fe 
HOR) 且 f 具 有 很 “好 ”的 性 质 , 则 对 于 每 一 个 86 BMO(R")， 
人 agoaz| < elflalels. 

那么 具有 什么 性 质 才 算 很 “好 “以 至 使 上 述 不 等 式 成 立 昵 ?不 纺 
设 f 的 文集 是 方 体 9, MH | f(x)ds 一 0， 这 后 一 个 条 件 对 于 
HR) 函数 是 必要 的 。 要 看 到 这 一 点 ,只 需要 注意 到 fe F(R") 
则 Rf) € L'(R”), 其 中 Rj(! = l, 25° "9 n) 是 第 i 个 Riesz 变 
换 ， 于 是 


7 Ši i 
RUE) 一 HGA ice), 


因为 Rf) ELR), 所 以 AE) 和 EAG 都 是 连续 函数 . 特 
BEE E = 0 时 是 连续 的 ,从 而 推出 A0) 一 0 Bfr) = 0, 
在 这 些 假设 下 我 们 有 


| fe a ~ | tee a 
一 人 fC) lgl) — goldx 
< f|, Ha} ff, ec — solae Y” 
< otaj incertae} foi f, lace) — solas) 
< iol {Uren ras Yela. 
于 是 只 需要 itllh<lol*. WA 
iz (eee) de| < llells. 
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本 ba 1 


这 说 明 如 果 f 满 是 ，(i) supptco, 0 是 一 个 方 体 ; af, TOE 


dx = 0; (ii) flas iol, W je 有 下， 我 们 还 将 看 到 此 时 
le 和 1.。 我 们 称 满足 上 述 条 件 的 函数 了 是 一 个 原子 。 现在 我 
们 考虑 由 原子 生成 的 函数 的 全 体 , 即 


{fe LRD: = D; am， 
gal ` 


其 中 as) 是 原子 , D 14| < o} 
a j= 
可 以 证 明 , 这 个 集合 中 的 每 一 个 函数 都 属于 Hr(R")， 反 之 ,每 一 
个 ER 函数 都 可 以 分 解 成 1G) D Laa), RR al) 
i*1 


BAT, Dlaji<o. MRERNEMwEULLRRA HET 
gmt . 


函数 的 范 数 ,就 得 到 HR) 空间 的 原子 刻 划 。 

现在 , 我 们 给 出 原子 A(R") 空间 的 定义 ， 并 从 原子 刻 划 作 
为 出 发 点 去 研究 Hr?(R”") 空间 的 性 质 。 

定义 (4.1) Bo<p<l<cqaw, < 一 9q，， 是 不 小 于 


[> (4 —1)] 的 整数 .我 们 称 函数 。 是 一 个 中 心 在 ae R" 的 (P， 


qos) 原子 ,如 果 
(i) supp «CO, 0 ÆA x 为 中 心 的 方 体 ; 
wi 
Gi) lala < 和 19 q = œ, Rilalle < 19] ?, g = 0; 
Gi) fi, de = 0, 对 所 有 O< lal < sy ae 一 san 


le| =a, +a, +++ ta. 
定义 (4.2) HOo<p<l<qcomo, Pg, s 是 不 小 于 


[a (2 一 1] 的 整数 ， 我 们 定义 原子 HR) 空间 是 所 有 组 
增 广义 函数 ESR) 且 具 有 下 述 形式 : 
«gle 


I) > 4 jaj(*) (在 S'(R") 中 成 立 ) 
jm] 


的 集合 ,其 中 每 个 中 是 (Ps ae) REED ul <o. 同时 
我 们 如 下 定义 HPR") 的 “ 东 6 数 ” 


Uae int {( 5) Tai) : 对 所 有 的 1 一 于 oo 


为 了 与 原子 HoR) 空间 相 区 分 ,我 们 记 H?(R") 是 $3 中 
用 极 大 函数 所 定义 的 He 空间 . 

定理 (4.3) HI (RYCHE (RACZ (R), 其 嵌入 是 连续 
的 . 

证 明 : 要 证 明 He (R*)CH(R"), REER: 者 a 是 任 一 
(0,494.5) 原子 , 则 存在 与 a 无 关 的 固定 常数 c, 使 得 lallus 


c。 因 为 这 样 对 任意 fe He (R), f= >) hja 便 有 


ilte = | 全 2 


p ao 
a? < > EAHA G 
jt 


<e D> pui. 
zt 


对 上 述 不 等 式 中 所 有 1 = > ta; 的 分 解 取 下 确 界 就 得 到 


lf le < ©? iflg, 
这 就 证 明了 Hea (R')CH'(R”) AKA ESA. 
为 证 明 lala <e 对 任意 (p, 9.5) 原子 < 成立， 我 们 不 妨 
设 a 的 支 集 是 一 个 中 心 在 原点 的 方 体 9, 设 pe A(R"), suppe 


{zeER";|z| <1} 且 | Gd ~ 1, 因此 我 们 只 需要 证 明 存 
在 与 。 无 关 的 固定 常数 c， 使 得 


| ake (x)dxr S c, 
R 
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i fs ate = ujitoe Rats AMA st 


其 中 atla) sup |a¥# gq.(y)|, 
ta—yl<e 
(i. až? (x) dx =a |。 a®?(x) dx + MEZON -]+il, 


对 于 1, 注意 到 非 切 向 极 大 函数 的 强 (g) 型 结果 , 1<4 < oo， 
我 们 得 到 


| Gar < clop (|. agacar É 
<eo agoa) < elo hele 


<io Pio] (3-49 =c 

对 于 77， 我 们 断言 当 x&20 时 ， 
a$ l) < clxl MT |0| * 
REN = [a (4 —1)]. ANERE AERP + NTD> 


CA 


P | +，。 (overran 则 


-1 dr 
sg20 ||P FND 


fot Ode < e191" 


NilptPp~! ie~Pte+N+D1 。。 


< cjo” iol” 
为 证 肯 断 言 , 利 用 原子 的 消失 矩 条 件 , 我 们 有 


ax gy) 一 | , op (22 las 
=|. er [o 254) -2 (2), 
其 中 = (4-1), Pa EPE o ANE Taylor 展开 多 项 


式 .因此 
jag < ef, la E ag. 


42 二 NT+1 


注意 到 当 r820 时 ,由 le — yl a<r y El URE EO 
可 以 推出 : cjx|, 其 中 < 是 一 个 固定 常数 ， 所 以 当 |x yj 
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i ah bikie sotaat oneik atn Hiii SAR] 


时 
N+t 


[exp | <elal™relolo™ JaC) lag 


< cja o * Oe. Nale 
<S c|r| 7g] or 19|” Q] 
= e| x| Mi?| o> 


至 此 ， 我 们 已 经 证 明了 lalar <e, Hie 是 与 4 无 关 的 常数 , 
为 证 明 PRC R") i FE H?(R"), 对 任意 p&€ AR”), 
p) = p(—r), R 
| EO p(s)dx 
因此 ， 


14 


P 
. 


= |f*$(0)| < RO), ly <l 


EOLO ETAO 
R Ile 
< |, ROY < CONAN, 


这 圾 证 明了 如 打 在 HCR") 中 万 收敛 到 访 则 | hofn tot 


所 有 pe FRY 成 立 ， 从 而 PRC R) 且 嵌 人 是 连续 
BY. 

定理 (4.4) HR") 和 PCR") 是 完备 的 ， 

证 明 ; ”我 们 先 证 明 H (R) 是 完备 的 。 只 需要 证 明 如 果 


Ui} ERR) EL Speco Ff; E PR) 中 收 人 
jei i=1 
、 
考虑 2; fis (N = l, 25°°*), BE H?(R") 中 的 Cauchy 列 , 而 
Hr(R*)C57'(R") ESHA MA D h E R") 中 的 Cauchy 
jmi 


列 、>) 访 一 16 ZR), t 
jun 
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Wl <> Hille < 00, 


所 以 fe CR”), SMA 
li — Ele DNs > 0, 4 Noot, 
ist imN+l 


这 就 证 明了 f 一 > ) 方 在 HR”) 中 收敛 。 
jm 
我 们 现在 证 明 HP (R") 的 完备 性 ， 设 {ahia € HR”) 
AD ifalli < oo ， 由 前 面 的 证 明 可 知 fahi € Hr(R*) H 


> IItellie < co, 因此 存在 fe HR”) 使 得 f 一 > he. WF fe€ 


ne) ast 


HCR), RARE fe -ARTAR fa 一 > apart 
> lar < Ilg oo 十 二 


这 样 1 一 Df, = 5 x dat 就 是 三 的 一 个 原子 分 解 。 为 看 到 


aay ie] 


这 一 点 ,我 们 只 适 验 证 D D 1< D (tition + 1) < 


> Ifi 十 1 过 co， 显然, >) > Aja? 在 He CR") 中 收 


naji s=1 i=] 


化 于 1。 这 就 证 明了 HR") 是 完备 的 . 
为 了 证 明 Hr(R*)CH?%w(R")， 我 们 引进 下 面 的 Lusin 面 
积 积分 , 即 所 谓 的 5- 函数 : 
定义 (45) 设 we CHUR), (oe) rex 一 0 对 一 切 0< 
Jal < oo 成 立 ， 进 一 步 还 满足 | UDI & 一 1 对 所 有 5 w 0 


e956 


成 立 ， 对 任意 FEAR"), BATE /的 5- 函数 : 
sie) = ff teeny BEY", 


nes) gat 

其 中 TCx) = (Cy, VERT |e — yi <4}, 

利用 $3 中 的 方法 可 以 证 明 ; 

定理 (4.6) 设 1€ F'(R°), 则 fe (R) 的 充分 必要 条 
件 是 SC) € LCR’) E f ELSTA 0, 即 对 任意 pe ARY 
当 :一 十 oo HE SR) 中 有 fe p(w) > 0, 

我 们 要 证 明 的 结果 是 

定理 (4.7) 设 1€ F(R"), 则 fe Hr”A(R") 的 充分 必要 
RFE 5(f) € L*(R") 且 在 无 穷 远 处 弱 为 0, 进一步 还 有 

Marae ~ ISON. 

证 明 : 首先 我 们 证 明 , 若 fe HR"), I SCA) ELR) H 
f 在 无 穷 远 处 弱 为 0, 即 在 ZR) 中 对 任意 pe R’), 
1# p) 一 0， 当 * 一 oo 时 。 因为 我 们 已 经 证 明了 HR) 


FPCR")， 所 以 对 一 切 pe SR), | odo, e= yic 
hy 


Hx p(y) |< file). 
于 是 
fC)dx 


\s-y¥1 


| fi) [Pde < | 


< |, da < elf, 
因此 


(fe pC) S-E hlar. 


ple 
z 一 o0 得 到 f * :一 0, 显然 ,由 此 可 得 对 任意 pE F(R"), 都 
有 当 :一 co 时 xp 一 0 (在 PR) 中 )。 这 就 证 明了 1 在 无 


穷 远 处 弱 为 0， 
要 证 明 S(f) € L?(R*), 我们 只 需要 证 明 对 任意 一 个 (p, 2, 5s) 


At *， 存 在 与 原子 无 关 的 常数 “ ， 使 得 
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IROI < Cs 
不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 。 是 一 个 支 集 为 以 原点 为 中 心 的 
方 体 G 上 的 原子 。 于 是 


Iols = p, SEd ~ {sre) (dae 
+ | dr 1+ 
对 于 I, 由 S- 函 数 的 强 (2， 2) 型 结果 ,我 们 有 
1<clo|"? Yf Ma)la)de 
< elol Pla < clol D o FF" ~ o, 
对 于 I， 我 们 要 证 明 下 面 的 逐 点 估计 : 当 x 20， 
p <1 时 ， ` 

S(a)(#) < [| FF} a200, 


”< 
atl 


因为 
sow 一 | (E) arao SE, 


pot 


注意 到 ard) 一 | aarre (24) ag, suppoctee Re: 
lel <1}, MUH ~&20,5 € OUR 1z 一 外 < 天: 时, 可 以 推 
出 2dle—y| + ly— gl Sjel Bt lel BD 二 | 
再 利用 « HOMAGE 
ro 
pe- eja 


i. (=) (f o Ela) oe 


4 


< 人 (f, Ols ) 


a(g)’ X 
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\a 
. 


1 ， 
< obs(), Niglas) 


这 样 我 们 就 证 明了 当 x 20， aI <p<i 时 ， 


SNG) < elal (| lollsles) 
< cz| 09] Balla < cl OF) a] corm, 
注意 到 一 “二 一 PP<< 1， 


fu ”Oa eo EO | 


agt |x| rue 
< elg] D gy IH ma o 


n n y 
对 于 一 般 的 i CrS i RAA 6 满足 的 


POUR, RAT ERA FP Ath 当 x&29， 


n n 
— m < 一 一 -一 一 
a+K+1 Paap gta 


Et 2 i acne katy 
Ei 。 


s(a)(x) < c10 l 
这 样 我 们 依然 得 到 


(oye SH e. 
29) 


为 证 明定 理 (4.7) 的 充分 性 , 我 们 需要 下 面 Calderón 表示 定 
理 的 一 个 简单 形式 ， 

定理 (4.8) (Calderon EREM) 设 上 如 定义 (4.5), 则 对 
在 无 穷 远 处 弱 为 0 的 f€ FR), A 


全 人生 eco & +10) 
(在 SR) 中 ) 当 8-0, A colt, 


* 98e 


i — ye OLA an RISENER EE, we < iai kii easiness il 


证 明 : 令 = 一 人 oad) Zeo | ro 和 
ode 一 0 有 
ae) =| dendcsy E, 
所 以 &€ e Halo) = 0,9 be PR), Pr El Se > 0 
时 ,人 505)4(E) DL HOMIES 15| > oo 时 一 致 收 全 


且 递 降 , 换言之 ,在 除去 原点 之 外 ,pe F(R"\M{0}). 但 由 于 f= 
1 — å, A ÊE E = 0 处 仍然 是 光滑 的 .这 就 证 明了 BE SR"), 
从 而 推出 PE ACR"), FART 

padxz 一 1 一 Jacdz 一 1 一 CC0) 一 1， 
注意 到 对 s>0, 


Bb 
1 i t t 
因此 ， 
A 
[nrn ep 
Re 4 di 
如 果 fe F(R), W f fadnd, Č = bei Baki BA 


pe F(R) E | ,Bdx 1, 所 以 fbf, 当 = -0 时 ,又 因 
为 了 在 无 穷 远 处 弱 为 0, 所 以 1/* pu - 0， 当 4-*co 时 。 BRIE 


有 明了 定理 (4.8). 
现在 我 们 证 明定 理 (4.5) 的 充分 性 。 设 1€ YR") HEX 
穷 远 处 弱 为 0, 则 由 定理 (4.8)， 


OEO 


令 04 一 {rER":5( 有 (x) > 2), REL, BENE R hZ 
进 方 体 集合 ,B24 一 {9e B, ONA > + 191, 1ONMal< 
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ee aii 
ji Awit 


L iol}. 显然 ,对 任意 Oc Artem wy kez 使 得 De B,, 


令 Bim [0e Brn E OSES, il PLB) RAZ, 
BEB, 中 极 大 的 二 进 方 体 ， 记 O= {0.9 RM: ye 9， 
(Q) < 之 :< 21(0)}, (0) 表示 为 2 的 边 长 ， 显 然 
RUU US 
e 9c0oieah 
因此 


OEDD P f* by) bir — y) 
t "copes 


= 之 > Areler 
pam e ($-$) 2 dyds_ ” 
Sih mD peace AY", 


dydt 
t 


Ocoee 
awk 
ay = Oil | a ROD OCE = 9) GE < 。 
OORE T 
4 

{| [fe daly) |? RANY, 
U9 z 

oco; ea 


注意 到 supp 6C{e ERs |r| 和 1}， 所 以 当 ONES, OS 
Ore By ht, yE OC, <2(0) < 2U). At |x — el< 


1z 一 外 十 1? 一 站 | 过 :十 |) 一直 < 2(90 十 立 1(9;)=2 SUG, 
Hh x, OF WD, suppakS504. Bb, 
| a az (a)b(x)dx 


a$ = su 
lala = sup, 


< sep |i fe 150080) - ao =] 


wage 


orl {freon SL, 
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Kee BHR Leo Bala he ARRAN s e tit RR ARR RAEE ON BIE lee a ay ergs Sais de cB, IAD d 


其 中 OF = 10, DERM Ly YE, 0 <r <21(0;:). FE 
leis < 1091? up {If sow se 


09% 


出 [bx ACIK ony . i) [fa e.Cy) |? aya yt 


k k 

< 1941 FP sup ISO) < 19%) CP sup Hat, 
51 Holly 

< lo FP | 


至 于 4 的 消失 和 矩 条 件 可 以 由 乡 的 消失 和 矩 条 件 直接 得 到 。 这 
就 证 明了 a 是 一 个 (p, 2, s) AF. 


最 后 ,为 了 估计 > D 1441*， 我 们 需要 下 面 的 引 理 。 
引 理 (4.9) 设 By 如 上 述 , 则 | 
5 f Ipo) |? 2 Sc ao. 
O€ aR t 
证 明 ; 我 们 有 
| sox Sf) dx <P] Gy] < e294, 


其 中 G4 一 [eR MOD > 十}. 而 另 一 方面 我 人 有 


| ano, S (ds 下 |， ETTOL 


-| {2 € OA Qeur le — yi < e} aa 
>> f ETAO 

QE BE fi 

-1tze NOn] < h SA, 


显然 , 若 xke 98 , 则 对 一 切 (7, 1/) E60, 都 有 (y, Er. A 
此 , 当 (》， jeg 时 ， |{x€ GAN9ktt:lxz 一 四 一 个 | > 10 NACA 
Oru) = (ONG I -|ON On|. E OCB, BA OCH, H 


"10° 


OO ET 


I9N9in| < PRAE 所 以 


LON (SAG)! > 1l -+ l9] 一 二 191 >er, 
其 中 。 是 一 个 固定 常数 ， 这 样 我 们 就 证 明了 
Í, S(f)(z)dx ee OS (f ETAO 
RNG ka 06 a $ 
综合 上 面 不 等 式 ,我 们 得 到 
> fj liko) 284 <eo. 
ET t 
由 引 理 (49) 我 们 可 以 如 下 估计 D DD lel’: 
D D Pel D D oP fll oop Sl 
k e k e i; t 
At 多 , dydt |g 
< {(E ion) Ys i ira? 2} 
k 
<3 od PHYS [| eoo AY" 
k QEM: t 
<e D aE aaas. D aol 
k 


k 
< cllSCA) IB. 


这 就 证 明了 /一 >) >) heage HR") H 
k r 
Nilae < ellSCA Ne. 


HF- HR") 空间 ,有 下 面 重要 的 定理 : 
定理 (4.10) 设 0<p<1<4g 所 wo, <4,: 是 不 小 于 


[> (2 —1)] memu areca yen OR) 且 这 些 


空间 的 范 数 是 等 价 的 ， 
这 个 定理 的 证 明 是 利用 更 加 精细 的 Calderén-Zygmund 分 解 
而 得 到 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 看 [16]。 
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由 定理 (4.7) 和 定理 (4.10) 我 们 得 到 如 下 推论 ; 

推论 (4.11) 设 p,q, s WEM (4.10), W HR”) = Hee 
(R") 且 这 些 空间 的 范 数 是 等 价 的 。 

从 上 述 定理 的 证 明 可 以 看 到 ,用 原子 刻 划 H 空间 ,不 但 能 够 
给 出 已 有 结果 一 个 相当 简捷 的 证 明 , 而 且 可 以 得 到 许多 新 结果 ;. 特 
别 是 原子 分 解 技术 可 以 用 于 研究 许多 其 它 空间 。 


$5. H? 空间 的 分 子 刻 划 


在 $4 我 们 利用 原子 给 出 了 HR") 空间 的 一 个 实 变 刻 划 . 尽 
管 原 子 十 分 简单 ， 但 在 许多 情况 下 函数 本 身 并 不 具有 紧 支 集 ， 如 
何 去 判 断 这 类 函数 是 否 属于 A(R)? 换言之 ， 我 们 能 不 能 去 棒 
紧 支 集 条 件 ,给 出 函数 赂 于 Hr(R*) 空间 尽 可 能 简单 的 充分 条 件 ? 
这 个 问题 还 具有 更 为 重要 的 应 用 意义 。 我 们 将 在 第 五 章 中 看 到 一 
些 经 典 算 子 在 HH 上 是 有 界 的， 但 是 原 于 在 算 子 作用 之 后 一 般 而 
言 就 不 再 具有 紧 支 集 性 质 ， 也 就 不 再 是 一 个 原子 了 ， 记 以 我 们 要 
解决 的 问题 与 判断 算 子 在 PR) 上 是 否 有 界 的 问题 是 密切 相关 
的 。 

定义 (5.1) 设 0<p<1<4<%， ‘一 1 一 方 十 b= 


1— 4 + 8, 6 > max (2, (+ — 1)} s 是 不 小 于 |» (+-1)] 
的 整数 .我们 称 函数 M € LR”) 是 一 个 中 心 在 r €R” 的 (P, 
Gs 5， 8) 分 于 ,如 果 

(1) IMK IMGs — alle = NM) < 995 

(2) f M(x)x%dx = 0, X 0 S lal <s RIL. 


下 面 的 定理 说 明 分 子 属于 ACR") 空间 ， 
定理 (5.2) 设 p,q se 如 定义 (5.1)，M 是 一 个 (P，9， 
5,8) 分 子 ; 则 Me 下 CR ) 县 
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M lwo S cN(M). 


定理 (5.2) 的 证 明 可 看 [17]. 

显然 ， 任 何 一 个 原子 也 是 一 个 分 子 。 这 样 我 们 就 可 以 给 出 
H?(R") 空间 的 分 子 刻 划 . 

定理 (5.3) hom psl<gqg<oo, 则 fe HR 的 充分 


必要 条 件 是 一 > ej, 其 中 每 个 a 是 (ase) SFE 
Na) < ce 5a 无 关 ， 同 时 È alt < .进一步 还 有 
Mar ~ int f(X lal") :对 所 有 1 一 D x 
我 们 将 在 第 五 章 给 出 这 些 结果 的 应 用 ， 
$6 Hr 空间 的 对 偶 空 间 
我 们 首先 考虑 HR) 的 对 个 空间 . 


定理 (6.1) (H')* = BMO, 
JEW: 首先 我 们 证 明 BMOC(H')*, ik ge BMO(R’), 令 


(四 一 | 0 WE OSEN w(x) € L*(R*), X 
Enie lno), 如 果 ej >y PORD. 于 


任意 fe HR), 我 们 有 te) = D hat), 其 中 a 是 (1, 2, 
izi 


0) 原子 ， > I 二。 因此 


| MOLOLA = 人， n(x) > Wa; (x)ax 


< > tal [f gy CX)a(x) dx 
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= X; lay ||, Lew — Golo 
jut 1 : 


< D lain? {|, lene) — enorae} Der 


< > lä; | lenll. 
由 于 上 述 不 等 式 对 所 有 f 的 分 解 成 立 , 所 以 
[pe SCG) ae | < Mavnllevls < cll ewe. 
N>, EHR") 具有 紧 支 集 ,我 们 得 到 
| 人 EONA] < Millele. 
显然 ,这 样 的 f 在 H 中 是 黎 的 ,所 以 如 果 我 们 定义 
j> | fae, 
US Hh FR LAR RE, Miter KAR 
H(R") 上 的 连续 线 狂 泛 函 。 这 就 证 明了 BMOS(H)*, 


反之 , 设 LE (H')*, 则 对 任意 (1, 2, 0) 原子 as 
L aN SIL iele < lod. 


现 设 2 是 任意 固定 的 一 个 方 体 ,考虑 fe LX9) B | fde = 0, 


则 Fe HCR") E Ife s cllfllixoy O17. 因此 

(SAI < lee < cf GM Ol lf. 
SH, Z 可 以 扩张 到 LO) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 。 再 由 Riesz 
表示 定理 ， 


gi) = | je)g(z)az， 


其 中 ge LO) E lela SIZAN”. 考虑 有 界 的 且 具 有 
AMR H BA f, 我 们 同样 可 以 证 明 


gi) = Jee TOOLS 


103° 


显然 此 泛 函 可 以 扩张 到 HI 上 ,为 了 说 明 ge RMO(R"), ER 
定 的 方 体 9， 


L(G = fo)%0) = | (F — tode (ddz 
= | IOCH- go)dr, 
于 是 
||, ORW — corde | < 12 toxo) 


SLUNG — totol < eA ZNO] os. 
从 而 我 们 得 到 


th, eC) 一 soles} T niak 


| f(x)(g(x) 一 go)dz| 


20)<!1 
< A7111”. 
1 2 1/2 
因此 {pA | late) — golde} < eie. 


这 就 证 明了 gE BMO(R") E leles Aei, “是 固定 常数 ， 由 
itie (H)*GBMO(R”). 定理 获 证 . 

为 了 刻 划 H? (0 <p < 1) 的 对 偶 空间 , 我 们 需要 引 和 人 下 面 
的 空间 。 

定义 (6.2) 设 & 是 局 部 可 积 函数 ,定义 


lel = sup, 1917 [H e — Powter ids} 
Ella up, [ol Jo 
其 中 是非 负 整数 , 0 < [np] <1, 1 <a < 00, Pole) (#) 是 次 


数 不 超过 + 的 满足 下 式 的 唯一 的 多 项 式 : 
{C200 — Po ds = 0,0 < lal <a, 
我 们 称 ge Lip (8, gss) WR lelro.. <0. 
定理 (53) (Pet = Lip(L—1,4's+ ). 
定理 (6.3) 的 证 明 可 看 [17]。 


© 106° 


$7. 算 子 在 He 空间 中 的 内 播 


定义 (7.1) 我 们 称 算 子 是 弱 〈H?, 9) 型 ,如 果 任意 “> 0， 
对 一 切 fe H"(R*) 存在 一 个 固定 常数 M 使 得 
[tæ €R": | TIC] > ap] < (lee Y, 


我 们 证 明 下 面 的 算 子 内 插 定 理 : 
定理 (7.2) TRS (H, a) 型 和 弱 (P q) 型 的 次 可 加 
算 子 ,其 中 O<p lc p<o, Pg iml1,2, MY IS 
Lm tat yt, Leta yt, gecsci hh TË 
p Pi Pa q qi q 
H?(R") > LIR") 上 的 有 界 算 子 , 即 
IZA < ellfll aes 


mwi>t = 1 二 + + + ri t, ogrci 时 ， 
名 fh 9 CA 
TË LAR") = LACR") 上 的 有 界 算 子 ， 部 
ITA < ellfily. 


为 证 明定 理 (7.2), 我 们 先 证 明 下 面 的 Caldern-Zygmund 型 
DREN, 
定理 (7.3) WPEL(R*), p51, WHER A, A: 02 
palermo, MER o> 0, 有 f(x) 一 g(x) 十 b(x)， 
其 中 g(x) 和 bl) 分 别 满足 下 面 的 不 等 式 : 
lellg: < ca”: ifs 
loin, < carlife, 
其 中 <“ 是 与 了 和 无 关 的 常数 。 
证 明 : 设 g(x) 局 部 可 积 。Po(8)《x) 如 定义 (6.2), 则 


PWODWI <e frr fo 1a} 


对 一 切 OCR" mire 和 g, OTR. 
对 任意 cc > 0, 应 用 Calderón-Zygmund 分 解 ,有 
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G) R 一 0UP，0OnF 一 由 
Gi) O= UO, 0; 是 内 部 不 交 的 方 体 ;同时 
lal < ere | I1) Pde orgs 
Gi) 对 每 一 个 方 体 2) 下面 的 不 等 式 成 立 : 
Vp 
e< figg fe, Olde)” < zo; 


(iv) [FG)] < cas 对 几乎 处 处 * € 


现 令 
gC) = fo, ye € 下 时 ; 


Po,(f) Ce)» 当 zre 9; 时 ， 
其 中 Po(1) 是 * 次 满足 定义 (6.2) 的 多 项 式 ,s > [a (4-1). 


Bik be) =f) 一 8 = 之 (f(x) 一 PoP Oa, 其 


中 Xo, 是 方 体 9; 上 的 特征 函数 ， 
对 g(x) 我 们 有 如 下 估计 


Hels (n lead 一 人 eCart È lacey inde 
=|, ras + Sl) Pods 
< eoh | ile) ite + D Wot 91 


< coh MR + E Hi icles} o 


rife 


<an D ih, HONA Ho 


< cartii + cat D3 10, 
< co 下 朋 + earl O) < ca” fig. 


为 证 明 B(x) € BexRe), 我 们 首先 证 明 (ca) 9 eO 
Poi( 力 ]xoiCx) EA O Pss) 原子 , 记 它 为 a;(x), 则 由 Po,(f) 


° 108 * 


机 


的 定义 知 
| 。wC9Deedz = 0, 对 一 切 0 < Jal <s RT. 


紧 支 集 条 件 是 显然 的 , 剩 下 只 要 验证 原子 的 大 小 条 件 : 
1 Vp 
pd 101a) 


= (cay NO | OPa” 


< ceo (riy fo, OPE) + IP Dl] 


<col Le Gg fa PONa J" | <1 91, 
因此 ai; 是 一 个 (pp，s) 原 了 于。 又 因为 
x [colga ]" = 互 (ozl91 ~ ea)"lal 
< ca’ Piil, . 
所 以 b) = DIU- Poo (= D> (Ce) ON 
HRY Bo 
Wels, < e Sioa Oa F< cat Hf, 


现在 我 们 证 明定 理 (7.2)。 我 们 先 考虑 1 << 一 HE + 


l 


+, Lm TE yt pert a. 如 果 q = qg = O, 
Ps q a q: 


证 明 是 简单 的 ,不 妨 设 4 一 co 此 时 
IT fle < ell 
没 。 是 支 集 为 9 的 P, 0) KF, $ > fa(+—1)]. 2 


BRELO a 是 (ri, © s) 原子 ,所 以 


lalan < ||? 


同时 
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al < ea 。 
这 样 我 们 得 到 a 
|Tallo < cllall,,<clOl* *. 


于 是 
Tally 一 < | af" | {xe R": |T(a)()| > a} lda 


os) 
。 他 PP ata" ljali da 
<e| on™ (vole Parean, 
注意 到 a= oo, 二 一 人 二 ,0< :< 所 以 ?4 因此 


Welle < e101 MP | 
= c| Q| ap-4)-a(4,-4,) ` 


1 l=: i 1 j — z N 
一 am 一 -一 一 中 一， 一 R aioa 所 以 
BA 名 pa g 


(A-}ke-ap 


4a 

a fi m Ê Pa 
qd 

Pi P 


1 1)- a(+- 二)0, 这 就 证 明了 


i U7el3 < e. 
对 任意 je H°(R"), f = > 14, 其 中 aj 是 (Pp,c0,s) AF, 
, i 


:> -| > EEA P <a 所 以 
Iris e (3 als) <e (X tat)”. 


由 此 推出 
WT fila S elfler. 
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对 p 一 oo 也 可 以 类 似 地 加 以 证 明 ， 下 面 考虑 4 < 4 < oo 
的 情形 ， 这 时 我 们 有 


TAEI 人 aril{se Br: ITa] > a}|da 
-ç [artze R”: |Ta (x)| > a}|da 


+e [i aril {x €R": Taa)! >a}|da =i +11, 


对 于 1, 有 
M 
1< c | atarna da 
< curio He, 
NFU, 有 
1 < ec 人 erie-elalgao 


-4) d: 


<ceMrajo È 
令 M 一 1917 iR AE, gy 


1 < (ogee GD, 


注意 到 
1 EE SNY 
p č P gq ká 
1 1 Ln 
p 如 9 
m, 2% [e t|- 1t + a(t- 4) 一 0, 所 以 1< 
qı 一 apr pi p bı p 


c, AB, <e, 这样 我 们 就 证 明了 Talse 用 类 似 的 方 
法 可 以 得 到 
IT fle S ellfllar. 


下 面 我 们 证 明 第 二 种 情形 ,这 时 
1> 工 = 1 二 上 p, Latte 4, ocr], 
p pi k 4 qi q: 
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当 q 和 4 至少 有 一 个 为 时。 证 明 与 上 述 方法 相同 。 不 妨 设 
qaq < qı <0, 由 


1_l1 ili 
q an P ft 
可 知 24 h 一 下 一 4 . 血 ， 在 定理 (7.3) 中 用 ane? ot 


Pi—p | Pi—p q 


GaP at AB FLIER fe L'R), p> 1, 上 fl 一 1， 我 们 有 
f(x) = g(x) + B), 
其 中 
Hell? < care a?) tye = cal a) , 
elie, < cae a”) peal a", 
因此 
|{x € R”: |TIC(x)| >a} 


< fe €R": |Te(e)| > =} 


+ 


n. a 
{ zeRe:17eo1 > = 
< coll g|[$2 + callto, 


< co he a-a) + cana “0 
< cat = ca ?lls. 
这 就 证 明了 对 任意 p> 1, TES (2:4) 型 的 次 可 加 算 子 ,再 由 
Marcinkiewicz ”内 播 定理 得 到 7 是 L'R) > LR") 上 的 有 界 
算 子 , 即 
IT flla S cf 
我 们 还 可 以 得 到 其 它 类 型 的 算 子 内 播 定 理 ， 为 此 我 们 需要 下 
面 的 定义 : 
定义 (7.4) Wie HR’), MR? 局 部 可 积 且 


2 4112。 


eC -所 


oarnp | ge 1O) 一 fel Py p” <0, 
其 中 Ox, e) 是 R 中 以 x HHH, P 为 边 长 的 方 体 ， t= 


! ) W 
10(x, p)| |, fay, P> 1, -0 <4 <9, 我 们 定义 


Wilson — sup fore 1G) 一 fo 


0( %2P)CR® 


EX (75) ef eR 上 实 函 数 , 了 是 线性 算 子 ,我们 称 了 是 
强 [P> (CA #)] 型 ,如 果 存 在 与 无 关 的 常数 c， 使 得 
il Tham < cllfllp (p >1), 


ITflom S elfle (P<). | 
称 了 是 弱 [p, (q; u) 型 , 如 果 存 在 与 了 和 任意 大 于 零 的 < 无 关 
的 常数 c, 使 得 


或 


M,(f,4) < ca lfls (p> 1), 


或 
Malfa) < cefe (p< 1), 
其 中 M (f a) = wee ge P TE C(x,p):|f(y) 一 fel > a}|. 


我 们 有 下 面 的 内 插 定 理 : 

定理 (7.6) RWO<psi<acw, ll<p<4<%, 
T 是 线性 算 子 ,同时 是 弱 lp (qis #:)] X, i=1, 2, ERES 
1 lzi t cline ye wins 
Pp pp 4 Nn h 4 qı 
<r <lh, TE HR) > Ll, u) (R") 上 有 界 算 子 , 即 


IT Flom < elfa; 


£ 
ha 十 一 pas 
Q 


当 | 
一 一 上 
1> 工 一 二 上 二 二, 工 一 一 上 十 二 ， 
p pi p: 4 a qa 
P alt ptt ocr! 
q Nn 92 


时 ,了 是 LR) > ZAR) 上 的 有 界 算 子 , 即 
IT Flea < cllflle. 
定理 (7.6) 的 证 明 可 看 [18], 
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第 五 章 Calderon-Zygmund 奇异 积分 理论 


我 们 考虑 下 面 的 Cauchy ioe 
F(a) = F(x + iy) = E 全 


-0 g — z 
其 中 y > 0 其 边 值 g(z) 一 mF (etiy), 则 从 f 到 8 = CO) 
的 映射 是 LR) 到 Lr(R)(1 <p < co) 上 的 连续 线性 算 子 .如 
REA je L?(R), f 的 Hilbert 变换 
HNO 一 im | LO? -ay 


iz-y|>s x% — Y 


f@) dt 


也 是 一 个 从 L?(R) 到 L?(R), 1 <p 一 co, 上 的 连续 线性 算 子 . 
这 些 都 是 R 上 Calderén-Zygmund 奇异 积分 的 典型 例子 . 

考虑 R 中 的 Laplace 方程 Au = f, 当 上 满足 一 定 条 件 时 ， 
上 述 方程 的 一 个 特 解 


u(x) = Cn | Pay, 


即 f SAMBA calel "(2 > 2) HER. MRE A, Bl 
lf(x +h) f(x)| SelAl*, 

且 i| < e < o0, 则 可 以 证 明 方 程 解 # 的 二 阶 偏 导数 可 以 表 

示 成 为 奇异 积分 , 即 


ZrO- 人 „ED Wa — y)dy 


一 和 |， EE Oy 
as-0t+jiz-yl>s [x — |" 


其 中 9;(y) 一 ca[l — aly]. 
上 述 积 分 在 一 般 意义 下 是 不 存在 的 ,但 是 注意 到 


= Qj(y) dy = 0, 
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可 以 证 明 它 在 Cauchy 主 值 意义 下 是 存在 的 ， 这 就 是 本 章 我 们 将 
要 讨论 的 Calderén-Zygmund 奇异 积分 。 


- $1. Calderón-Zygmund 卷 积 算 子 


ROM, LR) 上 与 平移 可 交换 的 有 界 算 子 一 定 可 以 写 

成 
TRE) = mE), 

其 中 me Le(R")， 同 时 算 子 了 在 LXR") 上 的 范 数 为 Tam 
ales 

本 节 我 们 将 讨论 这 种 类 型 的 Calderén-Zygmund HF, 这 
一 类 算 子 在 LR") 上 的 有 界 性 是 显然 的 。 问题 是 如 何 证 明 其 
LP(R")(p = 2) 的 有 界 性 .一 个 固定 的 证 明 程 序 是 证 明 这 类 算 子 
是 弱 (1,1) 型 的 ,再 由 算 子 内 插 定 理 得 到 LR) <p < 2) 的 
有 界 性 。 最 后 再 利用 共 罗 算 子 证 明 LR) < 请 < oo) 的 有 界 
性 。 一 个 典型 的 结果 是 下 面 的 定理 : 

定理 (1.1) 设 Ke LX《R")， 并 进一步 假设 

(1) IÁ) <B; 

(2) ke cR*\{0}) E 1VYACc)| < Blx|-@*$ 

(3) 对 fe LICR") NLR"), & 


Tie) = | Ae = Gar» 


则 存在 与 了 无 关 的 常数 A, 使 得 
Til, < Afli 1< p< co mew. 
证 明 : BERATER (2,2) 型 的 ,因为 
THE) = RENE). 
所 以 ~、 l 
ITA = ITA = Hfl < BIA = Bifa. 
第 二 步 证 明了 是 弱 (1,1) MH. WER 
部 分 ,一 部 分 称 作 “ 好 函数 ", 另 一 部 分 称 作 “ 坏 函数 ”( 我 们 将 看 到 ， 
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坏 函 数 并 不 很 坏 ); 对 于 好 函数 应 用 已 经 得 到 的 关于 工 在 LAR") 上 
有 界 的 结果 ， 对 于 坏 函 数 则 利用 积分 为 零 的 性 质 。 具 体 做 法 则 是 
依赖 于 Calder6n-Zygmund 分 解 。 
我 们 要 证 明 对 于 任意 o> 0， 存 在 与 了 Meo 无关 的 常数 c 
使 得 
{xe R": | TIl > a}l < = Ila. 
应 用 Calderén-Zygmund 分 解 ,有 R” = FUQ, FNA = $» 


对 几乎 处 处 xe F, M1 <0, 9 一 U 91, 0; 是 内 部 不 交 的 广 
KE 19| <= Ih 进一步 
1 
而 |, IF) |dx < ca, 
. f(x), 当 xc 了 ， 
ge) 一 | _fy)dy， 当 *€ OMAR. 
PA Qi 


b(x) = f(x) — g(x) 
l 当 x2¢ F, 


+ 


-l x ; Wh 
Ke) 一 | lo f(y)4y， 当 2€ Q; 的 内 部 ， 


这 样 我 们 有 | bx)dx = 0， 对 每 一 个 O; 成立， 因此 
TI(x) = Tels) + TC). 


同时 
Itze R": | TI] > a}| 


{re R”: |Tg(*)| > z} 


< 


=1+ II, 


n a 
+ fzer ITEC > s} 
对 于 1, 因为 ge LR), TE LOR) 上 有 界 算 子 ,所 以 


"ta6， 


1< 三 1 用 一 与 | eG) ide 

~ S| le@ ide + Sf tee irae 
a JF asa 

<ire jogina, ifo; |’dx 

<<| aide + £, D 1joipP1g 

<< Ode + + colo! < 二 | ela. 
a JR . a O IR | 

对 于 了 G bE) = bol), M 5x) 一 了 bj(x)， 于 是 


TU =D) TCG), RETH = | ka O, 


Qij 


注意 到 =& [29; 时 以 及 | bade = 0, 有 


THC) =| [Re — 9) — le = YG dy, 
Sith yi EDk 9; 的 中 心 。 因 为 |vk(z)| L Biz| -ero, 所 以 
lz 9) CRETE zan (0a, 


XX y| s+? 
Hh y EE y Ay 的 连 线 上 ,因此 
ITb;C)| < c diam (9)) | O gy 


O; |x — yl|"+! 
而 | olasi GD lay + ca] dy < (+ eal Oi, 
如 果 记 OG) —dist(y, 200, M diam(Q)19)I<e{ 309)4y， 


于 是 | 
ITBI < ca | 20) ay, x& U 29, 
i 


o; |x — yj|"t 
最 后 我 们 得 到 


9 了 EL7。 


ay) x l 
ITON < cal, PO dy, E U 20, 
由 Marcinkiewicz 积分 ， 

f U0;y | TCs) | dx < caj | < e(lfil.. 


所 以 


{re R": [TE] > zy] < [U 29\| 


+ 


fex U 20:175001 > S| 
<clbi+ £ Wh<et Wh 


这 就 证 明了 是 习 (1,1) 型 ， 
第 三 步 证 明了 是 强 (p) 型 ，1<p < o. 
对 于 1<p < 2, 由 内 播 定理 立即 可 以 得 到 了 在 LR) 上 的 


有 界 性 。 对 于 2<p < oo, 则 令 + 一 1， 我们 有 : 


Ir — sup, | TOEA 


geLP nis 


T iaki 人 fy) (\,. Ra yg) ds ) ay| 
Bilge 


gELINLP” 


< sup NflollT el < clifll,. 
Hell p<? 


gELPI AL’ 
其 中 F(g)(y) = | k(x 一 y)g(x)dx, 而 全 在 LOR YU <p< 
2) 上 是 有 界 的 。 
由 定理 (1.1) 的 结论 ,不 难 证 明 :可 以 把 了 扩张 成 整个 LCR") 
上 的 有 界 算 子 ， 


从 上 述 证 明 可 以 看 出 ， 定 理 (1.1) 中 的 条 件 (1) 是 为 了 得 到 
LR) 结果 ;条 件 (2) 是 为 了 得 到 弱 (1,1) 型 结果 ,实际 上 ,条 件 


OIS S E.S 


OE oe ARR ET 


(2) 还 可 以 换 成 更 弱 的 条 件 : 
O) | G9) — kde < B, 对 一 切 ly| > 0, 


定理 (1.1) 不 能 令 人 满意 之 处 在 于 条 件 (1): ke LR’). 这 
对 于 许多 算 子 而 言 是 不 能 满足 的 。 为 此 ， 我 们 引信 下 面 的 定理 : 

定理 (1.2) Wks) 满足 下 述 条 件 : 

(1) [kG | Ble, z 05; 


Q) | ko) — kE) lde < B, Iyl > 05 


Jbelaaty! 

G) | kt(z)ax = 0, 对 一 切 0<R < R < oo。 

“ Ry <la! <R; 
jE LOR"), 1< p< oo, 令 

TAO = | 1 IRO e> 0, 
MEES 1 Ale 无 关 的 常数 Ay 使 得 
Tale < Alth». 

同时 对 任意 1e LIR’), im Ta) = TO) 在 Lr(R") 范 数 下 收 
KE ITH < 4 全 | 

证 明 : 我 们 首先 证 明 7。 在 LXR") 上 的 有 界 性 。 为 此 我 们 
证 明 ， 若 (x) 一 ktx) [1 一 (EL) (x 是 单位 球 上 的 特征 函数 )， 
则 supl 和 GD)1 < cs c 58 ER, 

不 妨 设 e 一 1， 则 


RO) = lim \ ce emek (ada = (aens dz 


lim | ea (x )dx mi + II, 
Roe Ji/lyl<iziGR 


对 于 1, 我 们 有 
IS cb lela) de < cB, 
为 估计 也, 取 = 一 zy) 使 得 rtm 一 1。 于 是 
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amaia aaa b birk andlag v aadh eate 


fe esa 一 二 人 [GD kle a) Jetesa, 
ee 
lim | AO 
Roo JiiyiciziGR 


oe | 
2 Ra Jistyl<ixt«€R 


[k(x) — k(x — z)] 


eydy 一 1 Rx)e "dx, 


AYIK taz 
{alessio 


从 而 得 到 || < cB. 
注意 到 ek (=) 满足 与 4 相同 的 条 件 , 因 此 我 们 证 明了 
sup [kly) | < eB. 
然后 可 以 用 证 明定 理 (1.1) 的 方法 证 明 Te(1) 在 L? 上 的 有 界 性 ， 
至 于 TIO = lim TG) 在 LR) 范 数 下 收 俩 ,我 们 取 fe 
CALR), CRR RY LS fk EHR AT MRC, N 


TANG) 一 | RGD — Ney 


tyi 


= | kG dy 


faa KOHEN — KI. 
sdiyt<i 


第 一 个 积分 在 L?(R") 中 收 伍 ， 这 是 我 们 已 经 得 到 的 结果 ,第 二 
个 积分 一 致 收效 最 后 对 任意 的 fe L'(R), BTASRR f= 
l +h 其 中 he CNL 而 Uhl, 可 以 任意 小 。 因为 ITA 
Arife» 所 以 Toh) 在 LIR) hiiest. 

如 果 令 伸缩 变换 A = 91 [三 )， 算 子 了 与 伸缩 变换 


5 TAH, HM aTom T, RIRC) 应 满足 k(ez) = 87k Ca)» 
s > 0， 这 说 明 kz) 是 负 次 齐 次 函数 。 因 此 《Cx) 可 以 写成 
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其 中 0(x) 是 零 次 齐 次 函数 , 即 Aler) 一 0(x)ss > 0。 对 于 这 样 
的 算 子 ,最 典型 的 例子 是 Riesz 变换 , 即 


RW = e fa Bar He — Nays i 12,0 
这 时 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 (1.3) ko 是 一 个 零 次 齐 次 函数 且 满 足 

O | Od 一 0 


(2) (2C 46 < oo, 其 中 


o(8) = sup 196%) — Ol’). 
Isl izle1 


对 于 1<p<% 和 fe LR"), + 


TUNG) 一 OO He = Nay, 


则 
(a) FEA, 5 f Me aK, E 
WT fle S Allflles 
(b) äm T.(f) =T(f) 在 LI(R") 范 数 下 收敛 且 
. ITH < Aolflles 
(c) 如果 fe L7(R"), RY TIE) = m(x)f(x)， 其 中 mm 是 堆 
次 齐 次 函数 , 且 有 如 下 表示 


m(x) 一 | [z sign(x <y} + logl/|z -° Wd QO(y)doly), 
其 中 |e] 一 1 
证明: 如 果 我 们 能 证 明 
| [k(x — y) — k(x) lex < B, 
ixlpatyt 
Wi (a), (b) 可 由 定理 (1.2) 得 到 。 因 为 


pai 
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kle —y) ~ hee) we PHY) _ Oe) 


lr —y|* |x|" 
=l I) — OCH) 1 -L 
|x — yl" + OCs) esc al 
1! 1 
fan Je —y]" \x|" de SB, 


注意 到 
IM —y) -a0 = |e (5) -e (=) 
< o ( e, 


当 |x| > 2il 时 ,有 
O(x — y) — O(«) 
i Os =») 2] dese \ ony ofc n)a 


lz—yl? 
en 

c | (8) a5 一 oo， 
e 8 


这 样 就 证 明了 


| [k(x — y) — k(x) lax < B. 
Valoaty: 


结果 (c) 可 以 经 过 复杂 的 计算 而 得 到 ,具体 可 看 [13]. 

以 上 我 们 只 讨论 了 算 子 在 L'R") 范 数 下 的 收敛 性 ， 现在 
我 们 研究 逐 点 收 俩 , 即 极限 limT.()(@) 是 否 逐 点 存在 ? 解决 这 
个 问题 的 主要 方法 是 引入 极 大 算 子 7*( 有 . 

定理 (1.4) 设 0 满足 定理 (1.3) 的 条 件 , ELR), 1< 
po, 

TANG) = |, SIL Me vay, 8 > 0, 

则 

(a) lim 7T。( 人 (x) 对 几乎 处 处 x 存在 ; 


(Cb) & THA) — sup (TG). WR fe LR), 
BA f 一 7T*(j) ER (1,1) Bs 
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(c) 如 果 l<p<o, il I7*fllp < Apllflly. 
为 证 明定 理 (1.4), 我 们 需要 下 面 的 Cotar 引 理 : 
引 理 (1.5)(Cotlar 引 理 ) 令 8e (0,1],71(x) 是 lim T.(f) (x) 


在 Lr(R") 范 数 下 的 极限 , 其 中 TO) 如 定理 (1.4)， 则 存在 
cs > 0, 使 得 :如 果 fEL(R), LS p< o, 那么 
TIE < ALMT I) 二 HIrlMCDCe)}， 
Fh TI = WT ha + B. 
EA: 先 考虑 3 一 1， 由 齐 性 ,只 需 证 明 对 任意 > 0, 
(T.f(0)| < e{ M(TA)(0) + ITIP}. 
Qo m eR ly] <b, BE Lies h= Moos hth. F 
是 
Th(0) = Tf(0). 
对 reo, 有 . 
ITACO) 一 Th(*)| < ellTHM (DC). 
因此 ， 
(TC0)| < (Th)1 + clrlaCD(O) 
< ITH) + TAG) + clrlat(D(0). 
如 果 TiO) = 0, NEEN, 否则 取 0<4 < (T.f(0)|, 对 


eo]TIHMCD OO) > 4, 


即 要 人 么 
1 < 3clTIM(D(0); 


BAO = {re p: ITIO >Ahuleeo: Irate > +h. 
但 是 由 于 
freg: ITKI > 4}] <3 lout), 


以 及 
123: 


, a 
TALIO] 
< = IT << lel. ITIM CCO). 


所 以 8 <3M(TH(0) + TIMO). 再 由 4 的 任意 性 可 知 
IT.(f)(0)| < e{ M(TA)(O) + ITIM}. 
对 于 0<6 <i, 我们 有 
IT FCO)? < cai ITI) + TAG)? + ATEMA}, 

在 2 上 对 * 积分 ,然后 再 开 1/8 次 方 得 到 

ITO] < co MITC) + esl TIM) (0) 

十 cs Tor | [Th ax). 

利用 了 工 的 弱 (1,1) 型 和 Kolmogorov RER 


1 8 ~F FA H 
ior |, (THC) bar < cl O17 


< colTCMI’ (o). 
这 样 我 们 就 证 明了 Cotlar 引 理 。 
由 Cotlar 引 理 以 及 Hardy-Littlewood 极 大 函数 定理 可 以 立 
即 得 到 定理 〈1.4)。 


§ 2. Calderén-Zygmund 卷 积 算 子 ，Littlewood — 
Paley-Stein ARAR KAA 


对 于 调和 函数 我 们 已 经 定义 了 8g- 函 数 和 -函数 ， 现 在 我 们 
定义 推广 的 Littlewood-Paley-Stein 函数 。 设 ge Co(R”), 


[a Sde = 0, 我 们 定义 FEAR") 的 8- 函数 和 S- 函 数 分 
别 为 ， 
œ 3 at 1/2 
2D) = f tee? Sf 


SNE) = {| | Ifo) f Dayn, 


(x} 
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有 关 8&- 函 数 和 3- 函数 的 一 个 重要 结果 是 : MR l<p<oo, 
则 ISON < cpl, WK Nelle < colt, Bin BW EIE 
的 条 件 , 例 如， 人 16(:5) m1 对 & 0, 那么 还 有 相反 的 不 


等 式 成 立 : ISl > collfll, 以 及 lel, > collfl. 
我 们 现在 用 Calderén-Zygmund 奇异 积分 的 理论 来 讨论 S- 
RA. RAKERA 3- 函 数 也 是 奇异 积分 ， 从 而 推出 5- 函 数 的 强 


(ps 站 型 ,1<p < co 为 此 ,我 们 定义 《Rr 一 (ro), ZH), 


kx) +1) = be — 9), 
WW SCG) = Jf kG), (ronas) + 因为 


当 |x| DS 24| 时, IAC 十 Ak, Sell eT, 
所 以 由 $1 关于 卷 积 算 子 的 Calder6n-Zygmund 理论 ,要 证 明 SC) 
在 L?(R*)(1 <p <o) 上 有 界 ,只 需要 证 明 S( 有 ) € LA 上 
AR. MSD VCR) 上 的 有 界 性 可 以 由 Fourier 变换 直接 
得 到 ， 

Hardy-Littlewood 极 大 函数 也 可 以 看 成 是 Calder6n-Zygmund 
奇异 积分 ,因为 : BB pea), pa) ml, 4 jel 之 1 以 及 
pl) = 0, 4 |z| > 2A, a 4:R" > L7((0, 09), di)» 


kG = ote) =r (4). 
因为 we (=) 一 0, 当 :> lel 时 ,所 以 


< eliVelelr 71, 


| va)| 一 J eve 的 


此 外 ,我 们 还 有 

[A(x + A) — A(x) Ilo << ehl felt, i [x] 2/4. 

由 ikp) < lollie 可知 NRAN < cllfle, 因此 
应 用 Calderén-Zygmund 奇异 积分 理论 可 以 推出 fA 是 LR”) 
(p> 1) 上 有 界 并 且 是 弱 (1,1) 型 算 子 ，《〈 注 意 到 此 时 我 们 并 没 
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| BERBER UCR) ARH, MERECE LR") 上 的 有 界 

_ 性 代替 在 LR”) 上 的 有 界 性 推出 它 在 L?(R") (p >> 1) 上 的 有 
FE.) 注意 到 M(f) (x) ~ fe ko, RIS WME LR’) 
(<p<o) 上 的 有 界 算 子 ,并 且 是 弱 (1;,1) 型 算 子 . 

最 后 ,我 们 用 Littlewood-Paley-Stein ROR TR KR, 
iz f(x) 之 0,f€ L*(R"), tte = gl, c 足够 大 ， 7 6 Z, 由 Calderón- 
Zygmund 分 解 可 以 得 出 二 进 方 体 序列 104) HERE: 

1 i 1 iY 
Tp lat Oe 4 xe (YAY. 
现 定义 函数 ti. Af = fi — fis 
1 i 
Tou fa, jdx xE Ok 
f(x) r& Jo. 
-k 
容易 看 到 
(1) Af@)=0, 4x28 U 01.8 AME OF 上 的 平均 
X 
值 为 0， 5% 


foil xr lfi) — file) ldx 


区 fa fir(%)dx 一 ior M 方 (x)dx 
-AT r \ojt! tC) dx 


Q 
+ {ya (aT E doy f(x)adx ) ay] 


- DIT | fa f(x)dx 


- ) 1 人 or j(x)dx 十 fop faz] 


1 
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本 Bin dette 


aw! |. — l |. mm 
po 14 a POSE =O. 
(2) Hic, Af 在 每 个 OL 上 是 常数 ,因为 
fmf. pal. 
Aj fiat hi lof fyn jx)dx 
le 
(3) x j —» —oo hf, fi;— 0, 1 一 十 oo 时 ， iit. 所 以 . 


f= >> Af. 


j mo 


从 (1) (2) 可 知 Ai 是 正 交 的 。 因 此 
h= (E asia) =1( > ato) h 
另 一 方面 ,平方 函数 ( >) AON) 实际 上 就 是 二 进 极 大 


BR. AX HK MAA), WERT AES reok, At 
AiG) ~ 2。 由 此 得 到 、 


(S later)" > Me. 


§ 3. Calderén-Zygmund 卷 积 算 子 的 加 权 不 等 式 


我 们 要 证 明 下 述 Calderén-Zygmund 奇异 积分 的 加 权 L?(R") 
有 界 性 ， : 

定理 (3.1) 设 《(x) 满足 定理 (1.3) 的 条 件 , 则 对 1<p < % 
和 oe4,，Caldertn-Zygmund 奇异 积分 算 子 The) 一 人 《 米 帮 xzx) 
在 Lr(wdx) LAR. 

我 们 需要 下 面 的 引 理 : 

引 理 (3.2) 设 T 如 (3.1), p >>1， 则 对 fe LeCR") GIR 
支 集 L°(R’) 函数 ), 有 
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让 


(THEOD < (MAH GE. 
证 明 : 令 fe L?(R"), 8 是 中 心 在 Ny 的 方 体 ， fi jXap， h= 
t— h 则 


1 ek 
or |, (i The.) ide < 加 人 IThlds 


1 
+ 证 | ITRE) — Tha) | dx 


< ror \, 17jleadj ”+ eM (x) 


<: {or 人 Ihilraz)” + eM (f(x) 


和 ceCMCH (4). 

HT OM x 的 任意 性 , 引 理 (3.2) RE. 

引 理 (3.3) 令 we A,, fe LE(R’), Wj inf, M(TH))€ 
L?(wdx), 

证 明 : 如 果 FE LPC(R"), W THE Lic(R’) 且 被 <* |x|" HB 
制 ,于 是 M (TH) Ce) 被 < log ixllz| ”所 控制 。 令 2 是 单位 方 体 ， 
则 M(M(Xo))Cx) H r 增加 时 其 增长 阶 等 价 于 c log |r| lel 
因此 
er M(Tf))|?adx Sete e” |M (MXo) lfwdx < ©, 


现在 我 们 证 明定 理 (3.1)。 因 为 wt A, 存在 + 一 +r(w%) >l, 
使 得 w€ Ae, 再 应 用 引 理 (3.2) 我 们 得 到 对 fe LR"), 


IT fllrives < NCTA) Puos 
< AM OND lerwa 


1 
< cM Ace (wdx) 


1 
<el Viie (wae) < cll fll ecader. 


进一步 我 们 还 有 
定理 (3.4) 设 ok 47 如 (3.1), 则 7 是 Lode) WB 
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Lode) 上 的 有 界 算 子 。 


§ 4. Calderén-Zygmund 奇异 积分 算 子 
在 其 它 空 间 中 的 作用 


在 这 一 节 我 们 主要 研究 Calderon-Zygmund 奇异 积分 算 子 在 
L°(R*), BMO(R"), H'(R*) 和 Hr(R") 以 及 Lipa, Besov 空 
间 上 的 作用 。. 

定理 (41) 设 《Cs) 满足 条 件 

ke = RG) < e TN tel > 2l, 


同时 TO = ke f(x) 在 LR) LAR, WT BH LR”) 到 
BMO (R) LWA RAT. 

延明 : 我 们 首先 要 给 出 当 f€ L°(R") 时 ，T(f) WRX. © 
(Oj BHA DLA BMS, 边 长 亦 为 有 理 数 的 方 体 集 合 ,5 == 
U 89;,69; 为 9; 的 边界 .对 任意 (xu 1) € (R"\E)X(R"\E), 取 


方 体 OE {Qi}, 使 得 Xis X2 € Q, ji = fXa9 ， p= — fa EX 
F(x; z) = T(x1) — Th(x) 


+ fa Kn = 9) RG — hO. 


注意 到 几乎 处 处 有 定义 ,同时 下 并 不 依赖 于 @ 的 选取 ， 进 一 步 ， 
对 几乎 处 处 n€ Re 和 x ER", F(x, 和) 一 P(x, z) 作为 z 的 函 
数 是 一 个 常数 ,下 面 定 义 TI 是 一 个 等 价 类 , 即 * 一 F(x, x) 的 等 
价 类 。 

我 们 要 证 明 7:L=(R") > BMO (R°) 有 界 , 只 需 证 明 当 29 
是 9 的 中 心 时 ， 
人 FGesx0) + Thao )i de < ell 


1 
lo! 

对 PELAR”) 和 所 有 方 体 8etei} 成 立 。 这 是 因为 
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本 che by bees aha 


证 {Iria < (+ | ira ta) 


1 PA 
< «(ir ho HOPE) < fle, 


[e (Als — 9) — kleo — hay|a 


1 

ToT le 

< | [egy (EI) — Rao — DI Leyes 
[OT Jo Jneuo 
< Tor ho heras (ain drial < elf 

推论 (4.2) 设 工 如 定理 (4.1), W TÆ HR") > LR) 上 
HARAT. 

EW: MER UBT HAE (41) 的 结果 
直接 得 到 。 我 们 在 这 里 利用 原子 H? 空间 给 出 另 一 个 证 明 ， 作 为 
ATH 空间 在 证 明 算 子 有 界 性 时 的 一 个 应 用 。 

我 们 只 需 证 明 : 如 果 a 是 任意 一 个 (1, 2, 0) 原子 , 则 存在 与 
a 无关 的 常数 。, 使 得 


Tali < c. 


因为 对 fe HR"), 我 人 有 1 一 D hap RHEN a BE 
(1, 2， 0) 原子 ,同时 2 | x;| <, 所 以 


lrih < 2 lala <e Dy ail. 


由 于 上 述 不 等 式 对 f 的 所 有 原子 分 解 都 成 立 , 所 以 
ITH < elfler < ehfl. 
要 证 明 Tal < <， 不 妨 设 a 是 一 个 中 心 在 原点 的 (1, 2, 0) 
原子 ,其 支 集 为 G8， 则 


lz 小 一 | Te de 十 | 。 ITAGO dm U, 


“2 


对 于 I, 由 Haider 不 等 式 和 了 的 强 (2,2) 型 结果 以 及 原子 的 大 小 
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条 件 得 到 
1< eloa (| ITa) < eloah e. 
对 于 ,利用 原子 的 消失 逢 条 件 和 外 的 估计 得 到 
(TO = | tC — eo | 


= |h ele — = AG) aay | 


i 
< ef 1! ay) {dye L 


oje =y [H |x|"? ? 
其 中 *e Re20。 所 以 
1 


u<ef dx Qe, 


R" | 二 
推论 (4.2) 获 证 。 


下 面 我 们 证 明 当 奇 异 积分 核 满足 消失 和 矩 条 件 时 ，Tf het 
实际 上 是 HR") > HR) 的 有 界 算 子 。 我 们 称 T*(1) = 0, 4 


BUA fe HKR") 都 有 | | TOO = 0, 


EM 43) 设 工 如 定理 (4.1) E 7*(1) 一 0， 则 工 是 
HR) 一 F(R) 上 的 有 界 算 子 ， 

证 明 ， 应 用 H 的 分 子 刻 划 证 明定 理 (4.3)， 具 体 地 我 们 要 证 
明 对 任意 一 个 (1, 2, 0) RF a,Ta 是 一 个 (1; 2, 0, 8) 分 子 , 其 
中 0<s < =, 

显然 ,由 条 件 我 们 只 需要 验证 分 子 的 范 数 条 件 : 


ITa < elg f <clol™, 
MATa | Cle Ta Ca 


+ {oy PITY = 1 +H, 
其 中 8 是 4 的 支 集 ,不 失 一 般 性 我 们 这 里 假设 9 的 中 心 在 原点 。 
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对 于 1, AT BS (2,2) 型 结果 可 知 
I< clol” s elol” o~ ~ eloj», 
WU, 由 定理 (4.2) 的 证 明 可 知 
1 
ITa) <e 12!" rero, 


Jæ jor’ 


所 以 


n<e| lOl” jx 


R7\20 上坟 | xs+D-2n8 ° 
注意 到 bmi +e UR e<, BFL (Qn +2) — 2b >n, H 
此 


CETAN cls, 
这 就 证 明了 l 
IT h? < eg PDD, 
最 后 我 们 得 到 
TO rT) et TD < eloi o DD 
clol mc, 


这 说 明 T(a) 是 一 个 (1, 2, 0, e) 分 子 且 分 子 范 数 与 a 无关, 再 由 
标准 的 证 明 可 知 了 是 HI(R") -> HR) HARAT. 
定理 (4.4) RA) 满足 条 件 


a) ke) se 一 
lz 一 ?| 


(2) [A(z — y) — kl 一 外 | S elr mr | lemy ， 当 
lz 一 中 2lz 一 | 时 ,同时 Tf(x) = hx ia) 在 LR’) 上 
是 有 界 的 。 如果 T(9) 一 0 对 任意 pe (BR"), | oleae 


0, 则 7T:B: 一 B' 是 有 界 算 子 ,其 中 0 之 : <8, B= Ata, Ah;,s(s ER, 
I& po, <7 <o)E Besov 空间 。 
定理 (4.4) 的 证 明 以 及 Besov 空间 的 进一步 性 质 可 看 [19]. 
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定理 (45) 设 mSsemei,meZ,s>0, ke) MER 
， 旨 (4.4) 的 条 件 , 如 果 T(x) 一 0 对 所 有 aE Zt, lol < mw 成 立 ， 
则 了 是 AA EWERT, EPE Holder 空间 

定理 《4.5) 的 证 明 以 及 Holder 空间 的 进一步 性 质 可 看 [19]. 


§ 5. Calderén-Zygmund 算 子 


在 许多 问题 中 ,特别 是 在 伪 微 分 算 子 理论 中 , 算 子 了 往往 不 是 
BRAT, AREAS RS Calderon 提出 的 高 阶 交换 子 


es) = + pw. (77 (4@Q=4m Jo bn 


其 中 4 € L*(R). 
现在 我 们 给 出 一 般 的 《或 称 推广 的 ) Calderén-Zygmund 算 
子 。 考 虑 D(R*) > D'(R") 上 的 连续 线性 算 子 T, 这 里 D(R)= 
C3?(R"), 具有 紧 支 集 的 S WR, D'(R") EDR) 的 对 偶 空间 ， 
进一步 假设 ,对 于 任意 986 D(R")，7(9) 在 ?的 支 集 之 外 有 下 面 
的 积分 表示 :对 x 多 9 的 支 集 ， 
T(9) Ge) 一 | lx, ply)dy, 


xB Ar, y) 是 定义 在 sey, x ER, VER” 上 的 一 个 通 数 ， 
它 满足 下 面 三 个 条 件 : 
(1) 存在 常数 c, HE IAG, 7)| Sele — 91 
Q) 存在 5e (0, 1] 和 常数 c, 使 得 
Rx’, I) — kla, VL Sele — x lr oy 
lx yl S2le—2'|5 
(3) (kx. y) — kles WI Sly 一 太一 四 
jx —y| S2ly—9'|3 
这 些 条 件 仅仅 描述 了 在 9 支 集 之 外 的 T(q), 但 对 于 9 支 集 
之 内 的 点 ,并 没有 给 出 7(p) 的 任何 信息 。 显 然 ,函数 k(z。y) 就 
确定 和 研究 算 子 工 而 言 是 不 够 的 , 因此 称 AG.) 是 工 的 一 个 分 
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布 核 ,如 果 对 于 任意 po pe DR"), A 

(4) Ck, PDP) = (Tos pa). 

id U = {(x, y) ER” Xx R”: y}, FAA k:U >C 满足 
RE C), 2) 和 G), Wk JUERETHS RRE U LHR 
制 。 

加 在 六 上 的 这 些 条 件 的 显著 特点 是 它们 在 平移 和 伸缩 变换 下 
保持 不 变 。 RAF), LR) 有 界 性 是 Calderén-Zygmund 卷 
积 算 子 具有 Lr(R*) 有 界 性 的 关键 ，Z2?(R*) 有 界 性 对 卷 积 算 子 
是 通过 Fourier 变换 的 方法 得 到 的 。 然 而 ， 对 于 这 种 推广 的 非 卷 
RAAT, Fourier 变换 已 经 不 再 有 效 了 。 因此 我 们 引入 下 面 的 
EX: 

定义 (5.1) ATEH DR”) 一 D'(R") 的 连续 、 线 性 算 子 ， 
其 分 布 核 满足 (1), (2) 和 (3), E 


TONE) = [py tE DPO 


其 中 x & supp 9， 

如 果 工 能 扩张 成 LCR") 上 的 有 界 算 子 , WT RHE Calderón- 
2ygmund 算 子 。 

用 完全 相同 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 Calder6n-Zygmund MF 
的 LIR”) ARH, 弱 (1,1) W, HR”) -> LR) WARE, 
L~(R*) > BMO(R’) 的 有 界 性 以 及 加 权 不 等 式 。 

现在 的 问题 是 如 何 确 定 一 个 算 子 T:D(R") > D'(R*), 其 分 
布 核 & 满 足 条 件 (1), (2) 和 (3) 是 否 是 Calder6n-Zygmund 算 
子 ， 换 言 之 , 能 否 找到 了 是 Calderén-Zygmund 算 子 的 充分 必要 
RE. 

为 此 ， 我 们 要 给 出 算 子 了 对 函数 1 的 作用 的 确切 定义 ， 更 一 
般 地 , 设 je CoR) 有 界 ,我 们 定义 TO) BEA Cr,(R*)= 


上 epGRD: [ fdas 一 中 上 的 分 布 , 即 对 ge CHR), RN 
要 给 出 《7f, g》 的 确切 定义 。 令 he D(R") 并 在 & NARDA 
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内 等 于 1 太一 1/ 一刻 。 因为 hE D(R*), Bri (Ths £) 有 定义 。 
令 
(Th, 8) 一 (( ke, y)hCy)e(x)dyde, 
取 xue suppg， 首 先 对 x 积分 ， 利 用 g 积分 为 0 的 性 质 ,我 们 得 到 
| Ale, vee de = | L(x Y) — hls 7) Jg (sd. 
再 由 条 件 (2), 
acy faces Decas [ay 
dy _ < 
\ ewe TE ly — nl 
所 以 《7h。g》 被 很 好 地 定义 了 。 
BIR, (The 8) 十 《Tg》 并 不 依赖 于 志和 户 的 选取 ,这样 
我 们 就 可 以 定义 TU): 
(Tf g - {Th £) + {T has g). 
因为 BMO (R*) 是 HR) 的 对 偶 空间 ,同时 C%,(R") 在 
H'(R") 中 稠密 ,所 以 我 们 称 一 个 分 布 4e D'R") 是 一 个 BMO (R°) 
函数 ,如 果 对 于 所 有 的 ge CH CR), 
1C4, DI <ellellw. 
这 样 ，T(1)e BMO (R) 就 意味 着 存在 常数 co 使 得 对 所 有 
gE Cio(R")， 


Se œ, 


KTO), 84 < elele. 
我 们 还 需要 下 面 的 定义 : 
定义 (52) BF 7:D(R") —D' (R) 是 连续 线性 算 子 ,了 
称 作 是 弱 有 界 的 。 如 果 对 于 ORY 中 的 任何 一 个 有 界 集合 P, 
存在 常数 c, 使 得 对 所 有 pop BM ER, >0, 都 有 
\<Tpi", pi*)| S er, 


Heth pro) = p (2=*), 一 2， 


很 明显 ,任何 一 个 L'(R”") 上 有 界 的 算 子 一 定 是 弱 有 界 的 ， 下 


» 35 a. 


而 的 定 埋 给 出 了 判 其 一 个 算 子 是 否 是 Calderón-Zygmund 算 子 的 
准则 , 即 所 谓 的 “71” 定理 ; 

定理 (5.3) i T:D(R") 一 D'(R*) 是 连续 线性 算 子 , 其 分 
HE k WE O), (2), (3) 和 (4), 则 了 是 一 个 Calder6n-Zygmund 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) 7Y'(1)€ BMO (R°); 

(2) 7*(1)€ BMO (R”); 

G) THAR. 

这 个 定理 也 称 之 为 “71” 定 理 。 这 里 先 给 出 它 的 一 个 应 用 ， 
我 们 已 经 知道 Calderón 高 阶 交换 子 是 

clf) x) = p.v. 全 "(2 = fee) He IO). 4 


x— y x 一 六 4 
容易 验证 a(l) 一 ce4,(4), 利用 归纳 法 可 知 ct(1)e BMO (R"). 
再 注意 到 (zx, y) 一 一 k(y, x), 所 以 cf(1) € BMO (R°). BF c 
的 弱 有 界 性 可 以 从 
(Ti E) = im | Kes PY) gC) yds 


lz-yl>e 


-Lim ke DEO — FO) lavas 
ls-yi>s 


2 s+-0 
得 到 . . 
HEHE (5.3), lerla S Aetat. FE c B LR 
LR) 的 有 界 算 子 。 
进而 我 们 可 以 考虑 Cauchy 积分 
enw = pv, [T —_f0) ____y 
(r —y) + (A(x) — 40)) 
te (42 = 40)" fo IO) gy 


x— y x — Yy 


wm 2 —!)* p.v. i 


=m I(—i)te (f) C). 
于 是 只 要 4 le 充分 小 ,就 得 到 CA 是 LR) > LR EDE 
界 算 子 。 
我 们 在 这 里 只 证 明定 理 (5.3) 的 一 个 特殊 情形 。 


a FB。 


人 


定理 (5.3) i T:D(R")>D'(R") 是 连续 线性 算 子 ,其 分 
布 & 满 足 条 件 〔1)，(2)，(4) BM klx, y) 一 一 X(y, x), WTE 
LR) 上 有 界 算 子 的 充分 必要 条 件 是 7T(1)€ BMO (R"). 

证 明 ; 必要 人 性 是 显然 的 ,关键 是 证 明 充 分 性 。 取 we Cia”) 
使 得 Pp 是 支 集 在 单位 球 上 的 放射 函数 ,同时 

„ÊED = 1+ oE, 3 IE] 一 0 时 ， 
定义 Pace) = PIEDI), OF) = GEL OGIEDIE): 
RIE) ~ GEDE GLE DAE). 


我 们 有 + 一 一 2 Rigu 这 就 推出 


“a 
Sd 


要 证 明了 区 在 LR) 上 有 界 , 先 证 明 
Ifs Toi < clsgl 对 一 切 f, g € FR’). 
ERE) Cf, PITPig〉 — 0, 4 上 一 co 时 ,因此 只 需 证 明 


I £ (fs PITPiz) s| < clfllallg las xt fa gE F(R"), 


5, PiTP?=— L (RQTPIH+ +PiTR,Q,). 


这 是 因为 P, 是 恒 等 算 子 . LY Pes Ors Re (分 别 表示 算 子 PH, 
Of Rif) 都 是 自 伴 算 子 ,7* 一 一 7， 所 以 我 们 只 需要 证 明 : 


i" (fs RO. T Pig) a < cliflalelis 1, £6 FZR’). 


首先 我 们 证 明 下 面 的 引 理 : 
BIM (5.4) + p, pE Ce(R*)， 其 支 集 是 单位 球 ,同时 
人 b(s)dx = 0, 
R . 
则 
lor, Tp™)| S cP, —»), 

Eh P, Poisson $, 

证 明 : 利用 工 的 分 布 核 的 性 质 直 接 计算 得 到 : 

RCA, TP”) 
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mim |) KEDE) — aE) dnd 


ig—ol>e 


‘= lim | RCE +Y, tn +Y) 
s- Li >e 


(pe 7 " Epl) — gr "(ne (é))dndé, 
AUR RFE Y = 0 证 明 引 理 (5.4) BT, 
若 |x| < 10, Æ 


Ko, Te <t. 
: 1+( ; 

# 1z| 之 10:， 则 我 们 得 到 

[Cg Torey =| [| CEs 1) — kles 0) 0 Corel anes 


< | RGE, m) — kle, m) IAF CE) pn)anas 


<en Se pg ™ P. 


MEATIA (5.4), 
HS L, = O,TP., 其 中 
LAA) = |, Liles Gay, 


Lilxy Y) WE \ LA x, Y) S cP — Y), 这 可 以 由 引 理 (5.4) 得 
到 ,因为 


IKS R,Q,TPIE) 4) < [7 Ri orp & 
<f IRA 一 Z +e lo. TPE \l3 # aiti, 


对 于 1 um 


CIEI ‘dt < 3 = ciji l 
= f Ee ie) | E < eli 一 <。 
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对 于 ll, RNA 0,T Pg = L.P, 所 以 
((L,P,)8) (x) = LP — Pg (x) 1 Ce) + Pig(x)L (1) Cx) 
= LP. — P(x) Ce) + P.g()O,T (1) (x). 
由 T(1) € BMO CR") 推出 gripit 是 一 个 Carleson 
测度 ,因此 


p IPTA) £ = í ipgcollo7i: tad 


R% 
< clieil. 


再 由 Jensen 不 等 式 ， 
A(x, t) = | LAP. — Ps(x)) (x) |? 


一 | Eales DEEG) — Pie (Diy 
<e fia Pele = DIPEG) — PEC) ld, 
于 是 
人 ILP, 一 Peay) 2) Ip =m f A(z, t) dzd 


’ nt 
Ry 


<e (LS | Pele ZIPO) — Parte) Mayer Ee 
=e [f 
=c f ( 


-| ,| PoC) 81D PI EP || BE) dida SE 
R R i 


Q 


[a PEPEO) — Pree + 9) Paya Z 


ee 
|as |， P, C) | (Pig le )— Pig (e +r) ) CE) 2d idx # 


因为 


|. P,Cx)| 1 — ef? Pax = 2 — 267, 


所 以 


© 439° 


i 


[LE — reo & 
<e fi E — AULE Z 1805) 1a 
9 t 


t foe lelg DÆ) Pas < clet. 
这 样 我 们 就 证 明了 
i" {fs R,Q,TPig) # | 


Seif + Wel), 对 一 切 f, 8€ 97 (FR"). 
于 是 定理 (5.3) 获 证 。 


SAM Lipschitz 区 域 上 的 边 值 问题 


在 这 一 章 中 我 们 将 讨论 Lipschitz 区 域 上 的 线性 椭圆 方程 的 
边 值 问题 。 由 于 这 部 分 成 果 是 由 B. E. J. Dahlberg 和 C. E. 
Kenig 最 近 得 到 的 ,我 们 不 可 能 很 详细 地 逐个 定理 加 以 证 明 , 本 章 
强调 的 重点 是 解决 问题 的 思想 和 如 何 应 用 前 五 章 介绍 调和 分 析 时 
所 用 的 工具 。 

我 们 称 0 是 Re 中 一 个 Lipschitz 区 域 ,如 果 它 的 边界 99 可 
局 部 地 由 一 个 Lipschitz RHA AH. 函数 9 称 作 是 一 个 
Lipschitz 函数 ,如 果 存 在 一 个 常数 M < co， 使 得 

lp) 一 CO) & Mla — yt 
对 所 有 x, ye R 成 立 。 

解决 椭 贺 方程 边 值 问题 的 基本 出 发 点 是 将 它 转化 成 一 类 积分 
方程 的 间 题 ,然后 利用 Calderén-Zygmund 奇异 积分 理论 证 明 积 
分 算 子 的 LR) 有 界 性 ,最 后 证 明 算 子 的 可 逆 性 . 算 子 LR”) 
有 办 性 主要 依赖 于 Cauchy 积分 的 有 界 性 


THe) = | L- do, 


其 中 是 一 个 Lipschitz 曲线 ， 这 在 第 去 章 我 们 已 经 部 分 地 讨论 
T. 至 于 算 子 的 可 逆 性 。 则 是 通过 所谓 的 “Rellich 引 理 “和 泛 函 
中 的 基本 结果 得 到 的 ， 
本 章 我 们 主要 讨论 
(—) Dirichlet 问题 : 
(i =0, ZOW, 
umf, 在 692 上 ， 
(=) Neumann 问题 : 
。141 。 


an 


Au= 0, EOK, 
oH t, 在 60 上 。 
我 们 要 讨论 的 方程 组 


(=) 弹性 方程 组 问题 : : 
fu + Vdivu=0, 在 9 内 ， 
(Vu + Vu"), =e, 700 上 。 
(四 ) Stoke’s 方程 问题 : 
Au = Vf， 在 内 ， 
fn =(0, 在 9 内 ， 
u= f, 在 60 上 ， 
其 中 (三 ) 和 (四 ) 中 的 “一 (wy tas ws) OCR, 


$1. C 边界 Dirichlet 问题 的 Fredholm 理论 


我 们 先 给 上 半空 间 上 的 Dirichlet 问题 的 解 。 如 果 fe 
L#(R*)(1 < P < 00), W ulr, y) = Py#*f(x) (f 的 Poisson W 
分 ) 是 

Aum, ERUH, 
=j, ÖRT =R 上 
的 解 ,同时 还 有 
supllu( -, yh, < lft. 

反之 ,如 果 sup lul- , y)llp < co， 则 “几乎 处 处 存在 非 切 向 
边 值 由 一 wx(，,0)eLe(R*) H u(x, y) = Pye w(x), 

现在 假设 OCR 是 一 个 有 界 连通 区 域 ,其 边界 属于 CL (# 
BEAL, o> 3). 考虑 下 面 的 Dirichiet 问题 


(~ 一 0， Eo 内 ， 
uleo =f € C(AQ), 
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hs、 


“> 


n 
TORTA P T E ， "9 


2—# 2=*” , 
R(x, y) ™ r(x — y). 
对 fEC(OD), 定义 


-| 2 
DIP) ~ | , 3% RCP, O)N(O)daC0), PRO, 
FNP) =| RCP, O)(O)da(9), PRAD, 


DORMS G) 分 别称 为 了 的 双 层 位 势 和 单 层 位 势 , do 是 89 上 的 
表面 测度 ， 起 -是 DA 在 9 点 处 的 外 法 向 导数 。 我 们 直接 得 到 


AD()(P) = 0, PE R*\GQ, 
FE D(f) 自然 成 为 Dirichlet 问题 的 “近似 解 "， MASS 
究 DO) 的 边界 性 质 。 解 决 问题 的 程序 如 下 ; 
引 理 (1.1) 如 果 fe clog), M 
(1) Df) € Cca); 
(2) D(A) € cD). 
准确 地 讲 。D(f) 可 以 从 9 内 部 扩张 成 & 上 的 连续 函数 ， 或 者 从 
9 的 外 部 扩张 成 3 上 的 连续 函数 。 记 Dif 和 D-f 分 别 是 这 些 函 
数 在 69 上 的 限制 。 
& (P,Q) = Bay RCP， 0), P <0,P,9€00, 我 们 有 
G) ke C(8Q x 0\{(P, P):P € 89}, 
Gi) ICP,9)I 和 clz 一 20， P, Q E30, c< œ, 
Gii) 可 由 边界 的 正规 性 得 到 ; 设 80 由 pe 的 图 形 给 
ih, P= (x, qs)),0 = (y,p(y)), WI 
RCP, Q) 一 工人 一 9， no) no » 
o, |P—Q\* 
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. a (vely), —1) ar) ` 
其 中 m0 一 AOT BOSC, Piba 


p(s) = ply) + (x — ys, VP + elr, y), 
其 中 |e(x, y)| = ollz — yl), Bat 


P, < e KE — 2, (Ve), —1) 
KCP, 0)| < «KP = 2, (eG), =) 


<e ele) <e- om, 
[P — 91" 
由 于 00 是 紧 的 ,所 以 上 述 估计 对 P, 9e 80 是 一 致 的 。 
对 fe C00), RN 
THP) ~ | RCP, 9)1K9)dr(9)，Pe89， 
我 们 有 
SIM (1.2) (1) Di: 一 二 + 了 


(2) Do= 一 二 1 二 T, 

其 中 了 是 恒 等 算 子 ， 
引 理 (1.3) 了 7:C(69) 一 C(99) 是 紧 算 子 。 
我 们 先 给 出 引 理 (1.3) 的 一 个 简略 证 明 : 定义 


TAP) = |,, kal Ps O)(O)de(O), P €09, te C(89)， 


其 中 &,(P, Q) = sign (ACP, 0)) min (a, It(P, 0)|), wn € Zt, 

BR k, HOO X OO LÆR, H Arzela-Ascoli 定理 导出 T, 是 
C(89) 上 的 紧 算 子 ,进一步 ,上 To < spk OV<e<oo, 
c 5n EX MAT, > TE COQ) 上 的 有 界线 性 算 子 空间 内 收 
伍 , 又 紧 算 子 空间 是 有 界线 性 算 子 空间 的 闭 子 空间 ,所 以 了 是 紧 算 


F. 


简 述 引 理 (1.1) 和 引 理 (1.2) 的 证 明 。 我 们 有 以 下 基本 事实 ; 


(1) Jo Bry -R(P,Q)do(Q) = 1, PEQ; 
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i de i 


ð e 
2) [o 2 RP, Olg) = 0, PRS 
1 
D f KCP, 0)da(0) = 7» POD. 


& Pe 89, 我 们 要 证 明 DOO) > 1P)+THP),O 30— 


首先 假设 PS suppf, 证 明 是 简单 的 。 设 ACP) 一 0, WA 
(4) 存在 <> 0, R |, a R(P,9)| a0 <e, 对 


所 有 PxA, 由 (4) 推出 下 面 的 个 计 
IDO) Iewueo) s cllfilzecao>. 

现 取 {fi} € C(A), P&suppf,, (BY k—> +o kt, |f— 
falle” 一 0. 
由 了 的 有 界 性 推出 Tf(P) — THP) 一 co)。 因此 

IDO) — T(P) < clt — fileren + | DCO) 

— Tf,(P)| + \T CP) 一 THP) +9, OC EQ) 一 P， 
X k > oo 时 。 

现在 讨论 单 层 位 势 。 显 然 当 f€ C(60) 时 , FG) £R\G0 
中 调和 ,在 R* 中 连续 .其 次 我 们 要 比较 SO 的 法 向 导数 和 DE) 
E ôo 上 的 值 。 我 们 有 以 下 结果 : 

Bim (1.4) 如 果 fe C(09)， 则 

(1) D¥fé CONO); 

(2) DY te CONE), 
其 中 对 8 > 0 充分 小 ,( 一 se, e) X A(t, P) SPH imEV, V 
是 30 的 一 个 邻 域 ， 

DIIP + im) ~ |,, PRP + tr, OO)de(0). 
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S DiS t DSi MVNO 内 部 扩张 到 719 ERE OO 
上 的 限制 ，D-27f 是 DSI AVN ANBI HE V NO 上 通 
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数 在 00 上 的 限制 ,注意 到 RCP:9)= 一 RCO,PE)， 并 记 台 (P;9)= 
k(O, P), 定义 


THP) 一 | RCP, 0)(9)da(0), Pe 89, 
LT WORM, 
引 理 (1.5) (1) D7 一 一 + 7 十 T*， 


(2) D.S = + 7 十 T*, 
现在 我 们 给 出 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 的 一 个 简单 说 明 。 首 
先 , D+:C(80) -> C(89) 是 映 上 的 ,这 是 因为 D+ 一 二 7 十 7, 了 


是 紧 的 ,应 用 Fredholm 理论 可 知 S 1+T =D, 是 映 上 的 充分 


必要 条 件 是 5 I+ T* 一 D.S EH. RA je C(89)， 
DYi=0, V= 则 OV 在 如 中 调和 ; V= 
O(|PIe-*) 当 |P| 一 oo 时 ; (ii) S| 一 0. 再 由 Green ARH 


知 
av 


zj 一 一 | y | y Èl dom 
[vri | av + | p r Z domo, 


ib Ze Oe ch v0, 而 Ve C(R*) HAV 一 0( 在 0 内 ), 由 极 大 
模 原 理 推出 V 一 0 CER 中 ), 从 而 得 到 1 一 0， 即 D-5Yf 是 一 
一 的 ， 

上 面 讨论 的 方法 对 于 che 边界 区 域 0 均 成 立 (a> 0), 但 
是 对 于 边界 具有 更 少 正则 性 的 区 域 则 不 成 立 。 另 外 。 应 该 指出 的 
是 上 述 讨论 的 方法 是 非 构造 性 的 , 即 应 用 了 紧 性 命题 。 所 以 ,对 于 
Lipschitz KEM Dirichlet 问题 ,我 们 不 可 能 用 具有 C 边界 的 
区 域 逼近 而 得 到 ,因为 对 于 De 的 逆 我 们 没有 任何 估计 ， 
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§ 2. Lipschitz 区 域 上 的 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 


有 界 区 域 OCR"! 称 作 是 Lipschitz 区 域 , 如 果 30 可 以 被 
有 限 多 个 直 贺 柱 上 所 覆盖 , 甚 中 工 的 底 与 00 有 一 个 正 的 距离 且 
对 每 一 个 二 有 一 个 Lipschitz 函数 p:R" 一 R 和 相应 的 坐标 系 
(x,y), ER", yER, BBY REA LH ORR, LNO 
LN{(x, y):¥ > ple) } UR LNA = LNEC, y):y = pa), 
Kik DOR"! 称 作 是 一 个 特殊 的 Lipschitz 区 域 ,如 果 存 在 一 个 
Lipschitz 函数 p:R" ->R， 使 得 DD 一 {(x,y);y p(x)} 及 
ID= {(z,y):y 一 p(Cx)}，T 称 作 是 一 个 顶点 在 PE 09 的 非 切 
向 角 锥 如 果 存 在 角 锥 T" 和 8 > 0, 使 得 

中 天 (TNB(P)NP}ICT N BP)CO, 
其 中 B,(0) = {XeER |X — 9| <r}. 我们 称 滔 数 x 在 OO 
上 有 非 场 向 极限 L, MRM PE 69， 有 
u(0)—>L, 当 0O—>P HOET, 
对 所 有 顶点 是 P 的 非 切 向 角 锥 了 成 立 。 最 后 我 们 定义 非 切 向 极 大 
函数 
M,()(P) = sup{ |u(Q)|:| P — Q| < gdist(Q, 09), Q € 9}, 

其 中 Pe 69,x 是 定义 在 2 上 的 函数 

我 们 将 讨论 下 面 的 Dirichlet 问题 : 

pe =0, ZOA, 
theo = fe L*(09), 

其 中 0 是 有 界 的 Lipschitz KR. 其 解 的 存在 性 是 指 存在 9 上 的 
调和 函数 u, 其 非 切 向 极限 对 表面 测度 而 言 是 几乎 处 处 收敛 于 j 

存在 性 的 证 明 先 从 双 层 位 势 开始 ， 


Delp) = |,, 2 RCP, OOd), Pea, 
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其 中 R(P, 9) 如 $1,g€ L0G), AH Dg 在 9 内 调和 ,如果 证 
明 可 以 取 某 个 g 使 Dg 在 89 有 边 值 1, 则 问题 便 获 得 解决 ， 然 而 
47. 


这 并 非 容易 ,一 般 而 言 ,只 有 估计 式 
c 


ROERE ONAA EARP UIRAE 
的 算 子 T, 为 简单 起 见 ,我 们 在 这 里 只 讨论 特殊 的 Lipschitz KR, 
考虑 
DEP) =|, 3 RCP, 9)g(9)4o(9)，PeD， 


其 中 D= {les y):y > eG}, p:R”—R 是 一 个 Lipschitz R 
数 。 由 于 w' 几乎 处 处 存在 ,所 以 De 有 定义 且 a R(P, 0)= 
Q 


(no, P 一 Q> (Volx), —1) i 
C, + _ =, ,O=(x, x 
|P 一 Do2+i no = ivp F D ? ( q(x)) 对 


g € Li.(0D), RIVE NEARS 


xk 
M*g(P) = sup ODA BP) fonaa 


下 面 的 命题 是 关键 结果 : 
命题 (2.1) $ D= {(r, y):y > pl)}, 其 中 p:R" 一 RR 是 
Lipschitz 函数 且 lp 一 4。 令 P=(x,y)€D, P* {= (x, 
p(x)) EOD, p= y — p(x). i gE LP(AD), 1<P<o, H 
| Dg(P) — T,g(P*)|-< cM *(g)(P*), 


le(O)|do(O).P € OD, 


其 中 


Tog(P*) = |g, KP, 9)g(9)do(9)， 
BD\B AP*) 


常数 ¢ 仅 与 维 数 2 AK. 
在 证 明 命 题 (2.1) 之 前 ,我们 指出 M*g 和 Hardy-Littlewood 
极 大 函数 之 间 的 关系 ，Hardy-Littlewood 极 套数 定义 为 
1 l , , 
Mg(P) 一 peup, NODN BAON 人， lg(92 1ac(92)， 


PeE9D， 其 中 ge LiD) 这 时 存在 常数 c, 使 得 
M*g < Mg cM*g. 
如 果 记 r;6DP 一 R 是 投影 算 子 ;, 即 (x, p(x)) 一 zx EMR 
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Aaa a SUB Ae. RNIN = RR AIR FN ERC o RR A oon 9 ERE th 


大 函数 


其 中 ge HieD). 因为 9 是 Lipschitz 函数 , 所 以 M* A M th 
是 等 价 的 ， 
现在 我 们 证 明 命题 (2.1): 


|Dg(P) — T,g(P*)| <S e 


_ (no, P* — 0) 


> [pto] 


(no »P—Q) 


|P 一 91244 


1 
|g(2)1dc(92) 
(ng, P — Q? 


|P — gist 


le(Q)|de(Q) 


te | 
BD\{IP# Ol>p} 


Pe 
c 人， (+ lo— P* y" lg(9)1ac(9) 


1 
F hur 全 lg(98)1ac(9) 


显然, | |g(O) dr(0) < MONE). FAH 


BD\{IP*—9l>p} p pn 
的 结论 对 上 述 第 一 项 也 成 立 ， 定 义 
T*g(P*) = Sup | T,g(P*)| > P¥E OD, gE Lr(8D), 


则 
[Dg(0)| < c(T*g(P*) + M*g(P*)), 


对 所 有 OCT (以 P* € 8D 为 顶点 的 非 切 向 角 锥 ) 成 立 ， 由 此 得 到 
sup |De(9)| < e(T*g(P*) + M*(g)(P*)). 
因为 Dg 在 9 内 调和 ,再 由 调和 函数 的 边界 性 质 推出 Dg 对 于 
do 几乎 处 处 存在 非 切 向 极限 ,同时 极限 函数 属于 LOD), 如 果 
我 们 能 适当 选取 8 使 其 极限 函数 就 是 1, 则 问题 便 完 全 解决 了 .为 
此 ,我 们 需要 研究 算 子 To(e > 0) 和 六 的 进一步 性 质 。 我 们 研 
究 的 算 子 的 核 具 有 下 面 的 形式 : 


Ax = (x, p(x)) 一 (y, ety): 
tles y) I(x, pC) — (y, pt? 
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so Memento et BMAD ec e oo ng BEB os em radiate iiad Ai, SRR hb 


1 一 1 2 ntl, 
同时 ,这些 算 子 可 以 定义 成 下 面 的 主 值 积分 : 
《Te 从 一 || bile, DPPC)ayds 


fx—yi>e 
=L |Ò kiles PODA — PEO dydr, 
ix—yi>s 
第 二 个 等 号 用 到 了 kle, y) = —kly, r). MAA, y) 满足 
标准 的 Calder6n-Zygmund 算 子 的 标准 估计 ,所 以 


lim {| hile, yply)b(a)dyde 


-0 


In~y[>e 


对 p, bDES(R") FE. 
由 第 五 章 的 定理 可 知 : 


(1) 如果 (Tps o= im || ke, eGo )dyde, T 
1xz 一 ?>8 
是 忆 上 有 界 算 子 , 则 了 是 弱 (1,1) 型 的 算 子 . 
(2) 如 果 了 在 局 上 有 界 , 则 了 在 L?,1 <p < co, LERS 
G) THD EGR, WT L<p<o) LER. 
所 以 现在 问题 的 关键 是 证 明 工 在 L* 上 的 有 界 性 。 这 个 问题 
的 一 维 情形 就 是 Lipschitz 曲线 上 Cauchy 积分 算 子 的 L AR 
t, 
定理 (2.2) 如 果 9:R 一 R 是 一 个 Lipschitz HM, 


1 
一 一 一 一 一 人 一， | 
kasy) 一 -一 y + ilp) 一 9p(7)) m 
an P ; 
Tf() = p. v. 人 -æ x— y+ Cos) TF 7 


ELLAR. 

在 第 五 章 我 们 曾 用 “71” 定理 证 明了 当 p 的 Lipschitz 常数 
充分 小 时 ,了 是 L 上 的 有 界 算 子 。 再 用 一 个 完全 实 变 的 方法 可 以 
证 明 对 任意 的 Lipschitz MA, TRE L 上 的 有 界 算 子 。 AX 
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趣 的 读者 可 着 [21], 

我 们 需要 的 是 定理 (2.2) 的 下 述 高 维 推广 . 

定理 (2.3) me p:R* >R 是 一 个 Lipschitz MAR, 

| = (r: p) -OU PO 

ED m EO) SG eye T at 
则 对 应 于 核 名 (x, y) HATT EL LER. 

定理 (2.3) 可 以 由 Coifman, McIntosh 和 Meyer 的 一 个 非 
常 深刻 的 结果 推出 ,有 兴趣 的 读者 可 看 [20]。 

定理 (2.2) 和 (2.3) 推出 Dg 对 do 存在 几乎 处 处 的 非 切 向 边 
值 。 现 在 的 问题 是 : 能 否 通过 选取 适当 的 8， 使 其 边 值 函数 就 是 
L 这 正 是 我 们 要 证 明 的 定理 : 

定理 (2.4) 81lap 是 可 逆 算 子 。 

类 似 于 $1 中 引 理 (1.2) 和 引 理 (1.5), 用 C 边界 去 逼近 OD, 
我 们 同样 有 

Dloof(P) = — 1(D) + THP), Pe OD, | 


Dlsp_f(P) = 一 5 f(D) + TKP), Pe OD, 


2 FP laf (P) 一 一 > IP) + T*f(P), P € 8D, 


P 


A + f(P) + T*{(P), P€ OD, 


Onp 
其 中 对 fe LOD), 
TKP) = 各 | 让- RCP, ON(O)da(0), Pe 0D, 
7* ET ERE, 


于 是 我 们 只 需要 证 明 t> 1+TELOD) LETIH. $ 


价 地 , RINEN + I+ 7* 在 Li 上 是 可 逆 的 。 证 明 的 主要 思 
想 是 应 用 “Rellich 恒等式 "和 一 个 泛 函 结果 。 具 体 的 是 下 面 的 引 
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BIM (2.5) 令 fe LOD), u =F fio, WEE c e> Ù, 
使 得 


Jars, vatra af (E) 
4 | (24 Jas < |, veo aD (a de, 


其 中 v, 是 切 向 偏 导数 ， 
证 明 : 设 f RARE, e= (0,1), 由 Au 一 0 我 们 得 到 
Rellich 恒等式 : 


div (|Vul?e 一 2 rae ) = 0, 


因此 
h |u| le, ado m 2 f Ou Ou jy 


因为 0<e(e,n) El, 所 以 
“| | valde <2| | Ve 
ap aD 


再 由 Schwartz 不 等 式 、 
fo (Vu|do S c | Se Yao, 


On 
WT HRERRARSA. AN 


其 中 e= (e, nyn 十 e RA 


Ou 一 oe Ce, n) + (Vti, eo).. 
oy 


注意 到 |YoP = (2 wa 和 |《vus e)l < Yu ,我 们 得 


到 
|, (Vu |e, ndo 一 | (2e, n)da 


Bu vv 
+2 人 a, (Vu, es)de, 
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HER aain d nibi Rak - AAEM A: + Ae ARR a o pii: gae on i 


f, (e)a < (| Ivalo 
+ (|), (2 Ya) (| Ivxpao) ). 


ðu 2 
人 (34) Yde < aN ivy do. 


51M (2.6) 设 FEL OD), MEERA “ > 0， 使 得 
(ede z*) al], > etri. 


由 此 推出 


证 明 : (Er + 7*)f 


| 一 al， 
-erws 
~ IAS Yoo fl = WV | ooflls 
~|2 eof, =l- r ref. 
这 里 用 到 了 VII 连续 通过 边界 的 性 质 . 
aate (r+ 7 中 ) 一 (一 二 1 二 Tof ) 以 及 


Jaret 


1 * 
lz t+ r, 

这 就 推出 8 不 能 太 小 ,从 而 引 理 (2.6) KE. 

引 理 (2.7) 设 TeL > L 有 界 且 满足 下 面 的 条 件 : 

(1) \T fll 之 ellfll < 与 + 无关; 

(2) Wtf — Talh < cle — silf ¢ 与 无关, 0 所 1, 6S 
l; 

(3) 7 在 二 上 可 逆 ， 
WW T Æ L EAA. 

EW: 令 S—{se(0,1],7, TÆ} ER S# Ø. 由 (2) 
TASER, 我 们 现在 要 证 明 S 亦 是 闭 的 , 设 sr>s 且 Tau 可 逆 ， 


= | 二 ;+ rl. 
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取 geL heL, È TG) 一 g, 由 (1) 知 二 一 1 在 工 中 对 
某 一 个 子 序列 成 立 。 我 们 不 妨 设 T4,> Ti, ER heL, 
Tt g, AY) SITA — TA 
| + iC(T,— Tuh hji — 0, 
当 j> colt}, l 
因此 Tog. RIERA s 是 闭 的 从 而 T, 是 可 逆 的 。 这 
样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 : 
定理 (2.8) WF 16 天 (9D)， 则 存在 函数 u, 使 得 
Au 一 0， EDK, 
lap =f, #£0D E, 
其 中 边 值 对 表面 测度 do 而 言 几乎 处 处 非 切 向 收敛， 并 且 Meu e 
LD), Muli S elfi c R5 8> 1M lp le 有 关 的 常数 。 
推论 (2.8) 如果 用 LOS Pp < 00) RSL’, 则 定理 (2.7) 
仍然 成 立 ， 
这 可 以 由 极 大 模 原理 以 及 LA L ZARAR. 
”前 面 的 论述 实际 上 也 给 出 了 下 面 .Neumann 问题 的 解 : 
定理 (2.9) ”如果 fe LD), WEERA u, 使 得 
{Au = 0, “EDA, 


Ot =f, ODE, 
On 
其 中 边 值 的 意义 是 对 几乎 处 处 的 Pe OD, 对 于 表面 测度 do 而 言 ， 


当 OFAT Ph, n: Velo) 一 帮 P). 同 时 MaVxe LOD) 
B IMVu)l: < elil ¢ 是 仅 依赖 于 8 > 1A lole 的 常数 ， 


§3. 调和 测度 


研究 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 的 另 一 个 途径 是 用 调和 
测度 的 方法 。 设 D 是 有 界 Lipschitz 区 域 ， 由 经 典 理论 知道 下 面 
的 Dirichlet 问题 可 解 : 
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人 一 0, 在 D 中 ， 
“ian = I € C(OD), 
这 样 ,对 任意 x*& D, RAGE jul) 是 COD) 上 
PERRIER Ary Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 的 正 的 Borel 
测度 "o* 使 得 

xD) 一 | IOa (O), 


我 们 称 of 是 了 在 点 * 处 的 调和 测度 。 对 任意 a, ED, 由 Ha- 
rnack 原理 ， 可 以 推出 ot 和 ot 是 互相 绝对 连续 的 。 所 以 我 们 
可 以 固定 任意 一 点 me D, Hid o= ot 是 DD 的 调和 测度 . 

调和 测度 和 调和 函数 的 边界 性 质 有 着 极其 密切 的 关系 ， 这 就 
是 

EM (3.1) (Hunt 和 Wheeden 定理 ) ADE Lipschitz 区 
域 , u ÈD 上 正 调和 函数 , 则 除去 OCOD 的 一 个 o SERS, 
u(x) 有 非 切 向 边 值 ; 另 外 、 对 任何 ECOD, o(E) 一 0， 则 存在 
D 中 的 正 调 和 函数 u(x), 使 得 lim u(x) 一 oo 对 每 一 点 OEE, 


调和 测度 和 表面 测 度 一 般 相 差 很 大 ， 但 是 (a > 0) 区 域 
上 的 调和 测度 就 可 以 通过 一 个 固定 常数 和 表面 测度 相互 控制 ， 这 
Rei, Cla > 0) 区 域 上 的 调和 测度 本 质 上 和 表面 测度 是 一 
样 的 。 这 一 点 可 以 用 经 典 的 双 层 位 势 的 方法 加 以 证 明 , 然 而 C 
域 或 Lipschitz 区 域 就 没有 这 样 好 的 性 质 了 . 

1977 年 ，Dahlberg 利用 调和 测度 的 方法 首先 解决 了 C Kik 
Al Lipschitz 区 域 上 Laplace 方程 Dirichlet 问题 的 L? 边 值 问 
题 ,他 的 主要 结果 是 : 

定理 (3.2) 设 D 是 Lipschitz 区 域 , 则 下 述 命 题 成 立 : 

(1) ww 对 o 是 绝对 连续 的 ; 

.《2) 存在 常数 c> 0, 使 得 对 任意 A 一 09D 人 |B8(B ÆR, AR 
作为 表面 9D 上 的 球 ) ,有 


Ga \, 《4 路 < 元 o(A) | kda, 
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其 中 (8) ee 是 Radon-Nikodyn 导数 ; 


(3) o 对 w 是 绝对 连续 的 ， 
当 刀 是 C' aaa (2) 5 Ame: 1<P <0, 
这 里 ,不 满足 反 向 Hilder ASX, 因此 k 5 A, RARER. 作为 
这 个 定理 的 推论 ,可 以 得 到 Dirichlet 问题 的 解 : 

推论 (3.3) DE Lipschitz 区 域 , 则 存在 e= e(D) > 0， 
使 得 2 一 8 <p < o0, f€ LOD, do), u(x) = | f(0)dw* 是 


DD 中 调和 函数 以 及 


lim u(x) = f(Q), 
PEDEN ` 
对 几乎 处 处 9e OD 成 立 , 并 且 有 
IM eull, < cpllfll,. 
MDE C: 区 域 时 ,e = e(D) 一 1, 即 对 1< < co, 推论 (3.3) 成 
w. 
推论 GD 的 证 明 是 简单 
MOO) = sup es "Uy KOLOR 


则 容易 证 明 Mp(u)(8) << cM*(1)(8)， 由 定理 (3.2) 和 A, RB 
数理 论 可 知 ,存在 s 一 s(D) > 0, ER kE 4;-:。 再 由 极 大 水 数 
的 加 权 模 不 等 式 , 当 2 一 8 之 过 00 时 ， 
(Mlle < CIME leran << CIMOn 
< Clifllercaw < C lifler. 
ith, Dahlberg 还 指出 , 任 给 p < 2， 都 存在 一 个 Lipschitz 
KIR D, 使 得 在 D 上 不 可 能 解 出 L’ 边 值 的 Dirichlet 问题 . 
虽然 调和 测度 方法 十 分 简单 ， 但 局 限 性 很 大 。 这 是 因为 它 依 
赖 于 比较 原理 ,所 以 这 个 方法 不 适 于 研究 Laplace 方程 的 Neuma- 
nn 问题 以 及 方程 组 问题 ， 此 外 ,这 种 方法 也 不 能 给 出 解 的 具体 表 
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KA. 
§ 4. Lipschitz 区 域 上 Laplace 方程 的 L? 理论 


在 这 一 节 里 , 我 们 主要 是 用 $2 中 的 方法 来 研究 Lipschitz 区 
域 上 Laplace 方程 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 的 L? Bie, 

我 们 首先 用 例子 说 明 在 Lipschitz 区 域 上 并 不 是 对 任何 P> 
2， 都 可 以 解 ”L? 边 值 Laplace 方程 的 Neumann 间 题 . 

设 2 一 x 十 iyEC, 对 0<p<2r, 令 


D= f z€C; largz| <£}, 


对 任意 ?> 2, BL ME PS — p> —1, RROD 使 得 IAA 
{C0, 0)} 是 光滑 的 ,而 且 PAN z: lel <1} = 8DsN{s:1z1<1}. 
我 们 要 说 明 算 于 士 1 一 7* L00, do) 上 不 可 能 存在 有 界 的 
wi. 


RiGee" SM, A Uly) Ref () loss (259) = 
Im 1(2) gs» 由 于 t 把 Ds 映 到 Dx E, 所 以 U(x,y) {eggnesti<h = 


0， 从 而 om € L”(30,) XE * 是 以 (0, 0) 为 起 点 的 689, 的 弧 长 


EL” 


loos 


= lE loar 


参数 .再 由 Cauchy-Riemann 方程 ,| 2 2 


(69*)， 但 是 我 们 可 以 通过 计算 得 到 
M,(Vo) 一 M,(vv) ~ site Lr(O0Qg). 


着 LIA EE Le ETEME SR e L”(00,) 推出 


a) -s((4 1-4) (2) @) 


在 L°(00,) PASEDMRABR, Bl MA(YG)E L°(80,), 由 
Laplace 方程 L 理论 的 唯一 性 可 知 o 一 6 是 常数 。 所 以 
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Mi(Yo) = MI(VY6)ec L?(0Q,), 
这 与 Mi(V%)& Lr*(69s) FË. 
用 类 似 的 方法 可 以 构造 例子 说 明 对 于 Lipschitz 区 域 上 La 
place 方程 的 Dirichlet HA, P 之 2 也 是 必要 的 。 
对 于 具体 给 定 的 Lipschitz 区 域 D, 有 下 面 的 定理 : 
定理 (4.1) 设 DD 是 一 个 Lipschitz 区 域 , fe L°(OD, do), 
则 存在 e“ e(D) > 0， 使 得 对 2-s <p < co， 存 在 唯一 D 中 调 
和 函数 uw， 使 得 Mp(u) € L?(8D, do) 且 对 于 表面 测度 do 而 言 
几乎 处 处 Q € 6D， 
lim u(#) = f(9). 
zer6(2) 
:进一步 还 存在 gE L°(OD, do)， 使 得 
we ~ |), EL Oio). 


定理 (42) 设 D 是 一 个 ae Kik, fe L°(OD, de), 
WE 6 = se(D) > 0, 使 得 对 1 <P < 2 十 8， 在 DD 中 存在 唯一 
的 调和 且 在 无 穷 远 取 0 的 函数 “使 得 Mo(Vu) € LD, de), H 
对 于 表面 测度 do 而 言 几乎 处 处 @ € OD, 
lm No vax) = fO), 
zéro) 
进一步 还 存在 g € L°(OD, do), as 


一 1 
u(x) 一 o,(n 2) 1 oF Or 


根据 $2 中 的 研究 ,我 们 只 要 证 明 算 子 土地 I — k* ¥ L'(ðD, 


g(Q)da(Q). 


do)(1 < p <2 +8) 上 是 可 逆 的 , 算 子 十 Š 1+% 4 L’'(ðD,do), 


(2Q—s<p<oo) 上 是 可 逆 的 。 

` 注意 到 引 理 (2.7) 中 将 Lm L 以 后 结论 仍然 成 立 ， 以 及 
Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 具有 某 种 对 偶 性 ， 所 以 我 们 只 需 
要 对 1 之 p 过 2 + e 且 f 是 好 函数 时 ,证 明 “一 F ( 力 满 足 不 等 式 
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allzrepen = e LP OD, doje 


为 此 我 们 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 (4.3) HEDH Au=0, 则 对 1<p < 2 十 e, 6=8(D), 


YM vu) Se |e ? 


其 中 <。 (RRIF n bp 和 D, 
定理 (4.4) ED Au=0, 则 对 1<Pp < 2+8, e=8(D), 
IM (Ve), < cll Vell, 
其 中 < RF n, PA D. 

以 上 两 个 定理 的 证 明 分 两 步 : 首先 对 cps 2 证 明 其 结论 
成 立 , 这 时 需要 用 到 Hady 空间 理论 和 算 子 内 插 定 理 ; 其 次 再 证 
明 对 2<p <2+ e 其 结论 成 立 ,而 后 一 部 分 的 证 明 则 完全 利用 实 
变 理论 ， 

当 ! < 入 2 时 ,我 们 首先 引信 原 子 瑟 空间 ,根据 第 四 章 所 介 
绍 的 H? 空间 理论 可 知 ,我 们 只 要 对 一 个 原子 去 证 明定 理 (4.3) 和 
(4.4) 的 不 等 式 成 立 ， 又 由 $2 可 知 这 些 不 等 式 对 性 是 成 立 的 ,最 
后 通过 内 插 定 理 得 到 (4.3) 和 (4.4)， 我 们 引 人 下 面 的 定义 : 

定义 (4.5) ”函数 a 称 作 是 OD 上 的 一 个 原子 ,如 果 a 满足 下 
面 的 条 件 : 

(1) supp seCB，B 是 一 个 9D 上 的 表面 球 ; 

(2) | ado = 0; 

aD 
1 

(3) lalo < EDN 

我 们 在 第 四 章 介 绍 了 算 子 关于 原子 空间 和 L 空间 的 内 播 ,这 
样 问题 转变 为 证 明 : 若 E|, =a EART MEER e 与 


a 无关 ,使 得 
IMiC) < e. 
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A seat Lagela ionit otai doen ab lie 
Ni 


要 估计 1Mi(Yx)l 一 |。 Mvu)do， 和 第 四 章 中 所 用 的 方 
法 一 样 ,在 原子 a 一 让 的 支 集 附近 用 已 知 结果 
IM(voN < chal: < co B))E. 

在 远离 原子 “一 ČE SRE, 不 是 要 得 到 逐 点 估计 ， 而 是 


利用 方程 理论 中 关于 L 系数 的 二 阶 散 度 型 构 圆 方程 弱 解 的 估计 
以 及 极 大 模 原 理 。 由 于 证 明细 节 上 比较 复 杂 , 有 兴趣 的 读者 可 看 
[21], 

至 于 定理 (4.4) 中 关于 1<p < 2 的 部 分 ,其 证 明 思想 与 上 述 
完全 一 样 ,只 不 过 需要 引入 另 一 个 原子 Hardy 空间 : 

定义 (4.6) ”函数 a 称 作 是 一 个 H 原子 ,如 果 4 一 Viz 满足 : 

(1) supp 及 CB，B 是 9D 上 的 一 个 表面 球 ; 

(2) | Ads = 0; 

aD 
1 

(3) [Als ZB: 

同样 可 以 说 明 , 对 于 定理 (4.4) 我 们 只 需要 证 明 : 若 As 一 0， 
Vi Vids a 是 一 类 Hi 原子 , 则 

IMC Ve) Ii < e, 
. 其 中 。 与 4 ER, 

上 述 不 等 式 的 证 明 读者 可 以 同样 参看 [21], 

最 后 剩 下 2<p <2 十 8 的 L? 理论 , 它 是 通过 实 变 方法 和 
理论 直接 得 到 的 ， 我 们 仅 以 

IMD <e IPE) , 2<p<2+s 

为 例 加 以 说 明 。 

考虑 双 Lipschitz 变换 中:R? > D, ple, y)=lx, p(x)+y), 


.录用 它 可 以 使 问题 转化 到 区 域 R? 上 ， 设 
v= {(x, y) € Ri: |x| < yl» y* 一 {(x, y) E Ri:a|z| < yb 
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Rh a BRENNER, m(x) 一 suP [yu(z, y)|, m*(x)== 
sup |vus, y)| 若 能 证 明 存 在 s 一 e(D) > 0， 使 得 对 0 一 


la yje ser 
sg <s, A 
| mds < c (iao, 
ðu 
其 中 1 一 E 。， 则 问题 就 解决 了 ， 


现 令 h= (MIF), M & Hardy-Littlewood 极 大 函数 ， 
E, = {x€ R" ™;m* (x) > 4}， 我 们 断言 : 


| m S cP|E, + ca | ma 
xm (es)> h AGR 7 {sm a)> 2} 


如 果断 言 成 立 ,那么 我 们 得 到 


| ms | m + | m 
E, (Im 2 ARAL (acd dy 


< culEl + ca | m+ 


2 
temto >N Jo 


现 取 a > 0 且 a<, 则 
| me | m + eV |E,|, 
Ry (eho ay 


由 于 不 同 角 锥 的 非 急 向 极 大 函数 是 可 以 相互 比较 的 ， 所 以 
\E,| 和 coi(x:m(x) >a]. 因此 对 s> 0， 


poe 
<s N uo fe mdi < es | M+ {m > a} laa 
sapfa) a 
< cs | mit |m +, 
ERE] e 只 与 忆 有 关 , 所 以 只 要 取 e> 0， 使 得 cw <>, MINE 


et) 


意 c,0<e<e, 我 们 有 


& 
its, 3s 


| mats <e jae (| mire 上 HON ’ ) 
< 
从 而 推出 
| mare <e fiza, 


FERTIER A 


m < ci?|E,) + ca m, 


| He 办 | en 


对 E, fe Whitney 分 解 ,得 两 两 内 部 不 交 的 方 体 {904}， 同 

时 {384} 也 具有 有 限 不 交 性 质 ， 于 是 E = U 84, 30CE, 
& 
对 任意 固定 的 4 考虑 Ons 不 妨 设 存在 全 € On, HCH) <1, 故 
o SOMO. BH SPS 2, & One ~ Our Darm {ls, 
四 :x © Oger 0 之 y<r(94)}, ONTEER BM Ors 
是 Lipschitz 区 域 且 对 &, r+ 具有 一 致 的 Lipschitz 常数 。 HL 
Whitney 分 解 可 知 存在 re Ei 而 且 dist (zt Q4) ~ (0), A 
此 m* (z4). < A. S Ags = OO un. Nx, + v*, Bgt = BD tN Cr 
U Are)» 则 O04, = Ons U Age U Bae. 注意 到 Bye -的 高 度 被 
cal(04) 所 控制 以 及 在 Arrt [Val <A, them 是 Ye 对 应 于 区 
Ore 上 的 非 切 向 极 大 函数 , 则 对 任意 *e Or, 
m(s) < m(#) + 4 
在 Op LAL? 理论 得 到 


[Vul 


|\Wul'do + ¢ L, 


mi < | 5 mi<e |, 
Rye dkt 


+e fos Peel, Valdo + c2194。 
上 述 不 等 式 两 端 对 + 从 1 到 2 积分 ,得 


“462。 


| h< 5 ree | |ui? + 62104 


< ca |. mw 十 erll 

Bak ` 
fn n < ca \ m+ c@l0./5 

对 《 求 和 得 到 
| m < ew)IE,| + ca | m, 
tm* > AKA) tm*>a) 


用 完全 相同 的 方法 ,可 以 证 明定 理 (4.4) 的 后 一 部 分 ， 
$5. Lipschitz 区 域 上 方程 组 问题 


在 这 一 节 里 我 们 主要 介绍 Lipschitz 区 域 上 弹性 方程 组 和 

Stokes 方程 组 ,所 用 的 方法 仍然 是 前 硬 介 绍 的 位 势 方 法 。 

(一 ) 弹性 方程 组 

设 Dm {Cas YER: y > g(x)),P 是 一 个 Lipschitz Hw, 
A>0, p 之 0 是 两 个 常数 ,一 (u, ts R). 在 弹性 理论 中 经 
BAO FHM WARE: 
pôu + (å + g)Vdiva = 0, ZED, 
(5.1) { ， 

a|op = Fe L?(0D,de), 

(5.2) jens + (2 + pa)Vdiva=0, ED, 

a( div a) - N+a{vat(vVa)'} . Nlop=fe LOD, de), 
RENE OD 的 单位 外 法 向 , 记 Ta = (diva) - N+ {Vut 
(Va)'} . Nlsp， 称 为 压力 算 子 。 

我 们 将 用 位 势 方法 解 这 些 边 值 问题 。 nonin 


本 解 矩 阵 TE) = Ta), 其 中 Te) = © a, 
rs 四 z |x] 
111 1 Tift 
4 Lahe li = 
= 163° 


peek podis 用 | 
I 
RN re eb 


RA CO) 的 双 层 位 势 和 单 层 位 势 分 别 定义 为 
rga = | { TEG —9)¥e(O)e0(9) 


Has) = | Te — 0)a(0)de(0), 
其 中 了 是 作用 到 矩阵 的 每 一 列 上 的 ， 

我 们 的 主要 结果 是 : 

定理 (5.3) a) 存在 唯一 的 u 满足 (5.1), 使 Mi(eaDe 
LOD, dc)， 其 边 值 是 在 非 切 向 对 do 几乎 处 处 意义 下 取 的 ,并 且 
存在 ge LOD, do), 使 得 

a(x) = OF gC). 

b) 存在 唯一 的 在 无 穷 远 处 为 0 的 u, 使 得 Mi(Au)€ 
L(8D, do), 边 值 是 在 非 切 向 对 do 几乎 处 处 意义 下 取 的 ,并 且 存 
在 ge LOD, dc), EA 

a(x) = SA g(x), 

为 证 明 这 个 定理 ,由 前 面 的 方法 ,需要 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 (5.4) oe, Se 在 RN8D 中 满足 aAa + (2 
+ a)Vdiv u = 0 并 且 i 

a) IMAX gle + IMOZ ell, < clial,, 

其 中 cpm el(P, D), 1<p<oo, 
b) (Hgt) 一 土 5 at?) + Kg(P), Pe OD, 
(adiv(Sg) +N + w{vSg + (vSg)'} - N)*(P) 


-F > g(P) — K*g(P), 


其 中 Kg(P) = p. v. |, TFTCP 一 9)jg(9)do(9), Pe 6D, 
K* BK WSR. | 
这 样 定理 (5.3) 的 证 明 就 转化 成 证 明 土 + I+K fit + I+ 
KEL 上 可 逆 ， 同 样 地 ,问题 可 以 归结 为 : 车 g 是 好 函数 , a= 
.164 。 


Sg, 则 有 Tal; © ym， 我 们 需要 更 为 一 般 的 Rellich 引 理 : 
BIM (5.5) Bai AKHRAM an= a3, 1 Si,i<n, 


L&r, sS mm. AER 中常 向 量 , u 满 是 全 ap-u = 0, Is 
Ox; Ox; 


ram, EDHE a 在 无 穷 远 处 适当 小 , 则 


rs Ou Owl, Ow, Ou 
1 hyn.ai} Ox, Or od 2 人 hi — Ba, — nay ðr, do, 


这 里 N= (m,e, ns) 是 3D 上 的 单位 外 法 向 ， 
我 们 不 详细 介绍 其 证 明细 节 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 22], 
(=) Stokes 方程 组 
我 们 主要 讨论 如 下 Stokes 方程 组 
Aa = VP, 在 DD 中 ， 
(5.6) diva = 0, EDH, 
alep = Fe L'(3D, do), 
其 中 的 收 伊 是 在 非 切 向 意义 下 的 ，a 一 (wm, th, m), P BSR 
数 . 
主要 定理 是 
定理 (5.7) 对 任意 fe LOD, do), (5.6) 存在 唯一 的 解 
(ea, P), StH PAHO, Mi(a)€ LOD, do) HARE 
ge L'(8D, do), eB 
als) = g(x), 
其 中 


Ig) = — | {HOT 一 0)js(9)4c(9)， 
P(e) = (Ty), Ti) = Fa P + Ar 
对 应 的 压力 算 子 
q) = (g(x)), g) 一 ia? 
(A(Q)T (x 一 9)) = 550'(x — O )n (9) 一 a (x—0)n;(0). 
这 个 定理 的 证 明 方法 与 (5.3) 类 似 . 有 兴趣 的 读者 可 看 [22] . 
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